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Legegyszer(ibb példa:
x> ~d=x* (modp) <= p|d

x* —d=(x—b)(x+b) (mod p) (b#0) <+— <Z>:1

x? — d irreducibilis (mod p) <= <ZI> =-1.

Ha d =2 ... q,, akkor — a kvadratikus reciprocitast hasznalva —

(5)= G TL(5) o et e ()

lgy (p12d esetén) x* — d felbonthatésaga IF,, folétt csak p
mod (4d)-tdl fiigg.
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Fogalmazzuk 4t a problémat!

Kérdés: Altalanosabb f(x) esetén van-e hasonlé feltétel p-re?
Valasz: Megoldatlan! Kvadratikus reciprocitas altalanositasa?
~~ Langlands-program.

Vissza az f(x) = x> — d példahoz:

Kulcsészrevétel: (g), mint p fliggvénye egy

9\ . (z/adz)* > (21}
(%)

homomorfizmus (Dirichlet-karakter).
Mihez rendeltiik ezt hozza?

A Galois-csoport egy karakteréhez!

Milyen Galois-csoport? Milyen karakter? Polinomrél volt szé...
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o F: az f(x) felbontasi teste Q felett. PI. F = Q(+/d).

e Cal(F/Q) a Galois-csoport. Pl. Gal(Q(\/d)/Q) = 2.
Egyetlen nemtrivialis karakter: Gal(Q(v/d)/Q) — {+1}.
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o F: az f(x) felbontasi teste Q felett. PI. F = Q(+/d).

e Gal(F/Q) a Galois-csoport. Pl. Gal(Q(v/d)/Q) = Z
Egyetlen nemtrivilis karakter: Gal(Q(v/d)/Q) — {£1}.

Hogyan latszik Gal(F/Q)-n f(x) felbonthatésaga mod p?
o O ={f e F: mg(x) € Z[x]} az F alg. egészeinek gyiiriije.
e (p) = Hf‘zl ps" primidealokra valé felbontas Or-ben.
Pl. Q(\/d)-ben:
o (p)=p? —= p|d < x?>—d=x>(mod p);
e (p) =pip2 — (%) =1 += x>—d=(x—-b)(x—0)
(mod p);
e (p) = (p) prim < (%) = -1 <= x?>—dirred. mod p.
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[1; &i(x)% (mod p).
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Allitas (Ha Of = Z[a] (f(«) = 0), akkor)
(p) =TTiy 9 <= F(x) = [15~1 ()% (mod p). J

e Gal(F/Q) tranzitivan hat {p1,...,p,}-en. Orbit-stabilizator
lemma = r = |Gal(F/Q) : Gal(F/Q),,].

o Gal(F/Q),, véges sok p-tdl eltekintve ciklikus. Kitiintetett
generator: Frob,, melyre Frob,(5) = 5P (mod p1). p1
valasztasa: konjugaltsag.

A konkrét példankban: V/d € F, <= Frob,(Vd) = (V/d)? =Vd
(mod p1) <= Frobp(Vd) = Vd <= Frob,-t az 1-be viszi a
Cal(Q(Vd)/Q) — {+1} karakter. Itt p kivételes <= p|4d.
Tehat x* — d mod p felbonthatésaganak leirasa a

{Gal(Q(Vd)/Q) karakterei} — {(Z/4dZ)* karakterei}

megfeleltetésen malik. N.B. Q(\/d) € Q(114¢) (lasd késsbb).
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Problémak:

o f(x)-et valtoztatva mind F és igy Gal(F/Q), mind N = 4d és
igy (Z/NZ)* valtozik.

e Gal(F/Q) nem mindig kommutativ, ezért (1-dimenziés)
karakterei nem irjak le teljesen.

Lehetséges megoldasok:

o Valtozé f és F helyett Gal(Q/Q) = lim Gal(F/Q) abszolat
Galois-csoport: egyetlen objektum. (: az algebrai szamok
teste, Gal(Q/Q) pedig Q automorfizmuscsoportja.

o Karakterek helyett — nem felt. 1-dimenziés — reprezentaciok.

o Inverz limeszt vesziink: 2~ := |i<_mN(Z/NZ)X =
= {(an)n: an € (Z/NZ)*,an = ay (mod M) ha

. . P 2 X _ X — |i
o ot 11,7, 2y

M| N} .
7./p"7 és

r
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...a p-adikus szamok(hoz)

o A p-adikus abszolatérték | - |,: Q — R=°, [2p"|, := p ", ha
ptab, és |0], := 0.
A p prim hatvanyai ,kicsik": lim, ., p" = 0.

—

A p-adikus szamok teste: Q, := (Q, |- |,) a Q telitése.
Konkrét megadasuk: 0 # x € Q, p-adikus sorfejtése:
x=x_nyp N+ -+ x,p"+...,ahol x, € {0,1,...,p— 1},
X_N 7é 0= |X‘p = pN.

Teljes (ultra)metrikus tér: |x + y|, < max(|x|p, |y|p)-

A zart egységgomb 7, == {x € Q,: |x|, < 1} egy részgyiiri,
melyben a nyilt egységgdmb pZ, = {x € Q,: |x|, < 1} az
egyetlen maximalis ideédl. Z,/pZ, = I, a p elemii test, és
Zp = lim Z/p'L.
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...a p-adikus szamok(hoz)

o A p-adikus abszolatérték | - |,: Q — R=°, [2p"|, := p ", ha
ptab, és |0], := 0.
@ A p prim hatvanyai ,kicsik™ lim, ., p" = 0.

—

o A p-adikus szamok teste: Q, = (Q, |- |,) a Q telitése.

o Konkrét megadasuk: 0 # x € QQ, p-adikus sorfejtése:
x=x_nyp N+ -+ x,p"+...,ahol x, € {0,1,...,p— 1},
X_N 7é 0= |X‘p = pN.

o Teljes (ultra)metrikus tér: |x + y|, < max(|x|p, y|p)-

o A zart egységgomb 7, := {x € Q,: |x|, < 1} egy részgylird,
melyben a nyilt egységgdmb pZ, = {x € Q,: |x|, < 1} az
egyetlen maximalis ideédl. Z,/pZ, = I, a p elemii test, és
Zp = lim Z/pZ.

Q = Qp ~ Gal(Q,/Qp) < Gal(Q/Q)
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Q maximalis Abel-féle bévitese Q™" = Q(11) = [y Q(12n), ahol
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Tétel (Kronecker-Weber) (1853, 1886, 1896 Hilbert)

Q maximalis Abel-féle bévitese Q™" = Q(11) = [y Q(12n), ahol
py={e€C:eN =1}

Gal(Q*/Q) = lim, Gal(Q(un)/Q) = lim  (Z/NZ)* = 7> -
<—N <N

izomorf csoportok karakterei megegyeznek.

7 = GL1(Z) kommutativ = 7 tobbdim. irred. reprezentaciok.

Langlands (~1967):

{,,n — dim Galois-reprezentaciok”} «— {,,GL, repr.-k."}?

Megjegyzés: 7 = [[,7Zp. Rogzitve a p-t (,lokalisan p-nél”) elég
GL,(Zp)-t vizsgalni.

~~ Galois-oldalon: Gal(Q/Q) helyett Gal(Q,/Q,) reprezentaciéi.
Megengedjiik Gal(Q,/Q),) olyan reprezentaciéit is, amiknek a képe
nem véges = GL,(Z,) (kompakt) helyett GL,(Q,) (nem
kompakt).
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Az altalanos linearis csoport

GLn(Qp) := {A € Qp*": det A # 0} csoport.

Definicié
G := GL,(Qp) reprezentacwja (V,7) rendezett par, V/: vektortér
(valamilyen K test felett); 7: GL,(Qp) — GL(V)

csoporthomomorfizmus.
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Az altalanos linearis csoport

GLn(Qp) := {A € Qp*": det A # 0} csoport.

Definicié
G := GL,(Qp) reprezentacwja (V,7) rendezett par, V/: vektortér
(valamilyen K test felett); 7: GL,(Qp) — GL(V)

csoporthomomorfizmus.

G egy topologikus csoport = folytonos reprezentaciok: V' egy
topologikus vektortér, és

GxV—=V; (g,v)—=>m(g)veV

folytonos.

Példa (tautologikus reprezentacio)
V =Qjp, m: GL,(Qp) — GL,(Qp) az identitas. J
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Milyen reprezentacidk vannak?
@ Algebrai reprezentaciok (kapcsolat: Lie-algebra reprezentaciok)

Példa: Algebrai reprezentaciok

V = {Q), folotti homogén k-adfokt n-valtozés polinomok},
GL,(Qp) hat az (xi, ..., x,) valtozékon, mint oszlopvektorokon.

Itt K = Q) és 7 egy racionalis tortfiiggvénye a koordinataknak
GL,(Qp)-n. Spec. eset: tautologikus reprezentacio.

e Sima reprezentaciok — (klasszikus) Langlands-program

V altalaban végtelen dimenzids, viszont a K test topolégiaja
mégsem jatszik szerepet:

Definici6
A (V, ) egy sima reprezentaciéja GL,(Q,)-nek, ha folytonos ugy,
hogy V-t a diszkrét topolégiaval latjuk el.
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Mit jelent ez pontosan?
o Diszkrét topolégia: minden egyelemi {v} C V nyilt.

e Folytonossag: nyilt 6se nyilt, azaz ha 7(g)w = v, akkor
g € U C GL,(Q) nyilt kdrnyezet, melyre 7w(h)w = v minden
h € U-ra.
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Sima reprezentaciok
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o Diszkrét topolégia: minden egyelemi {v} C V nyilt.
e Folytonossag: nyilt 6se nyilt, azaz ha 7(g)w = v, akkor
g € U C GL,(Q) nyilt kdrnyezet, melyre 7w(h)w = v minden
h € U-ra.
Hogy néz ki g egy U kornyezete?
Peldaul U = {h € GL,(Q,): g th=1 (mod pX)}, ahol | az
egységmatrix. Ez egy nyilt részcsoport egy mellékosztalya és
m(hw=v=1(g)w <= 7(g th)w=w.



Lokalis Langlands p-adikus linearis csoportok reprezentaciéi 2013. febr. 26. 11 / 18

Sima reprezentaciok

Mit jelent ez pontosan?
o Diszkrét topolégia: minden egyelemi {v} C V nyilt.
e Folytonossag: nyilt 6se nyilt, azaz ha 7(g)w = v, akkor
g € U C GL,(Q) nyilt kdrnyezet, melyre 7w(h)w = v minden
h € U-ra.
Hogy néz ki g egy U kornyezete?
Peldaul U = {h € GL,(Q,): g th=1 (mod pX)}, ahol | az
egységmatrix. Ez egy nyilt részcsoport egy mellékosztalya és
m(hw=v=1(g)w <= 7(g th)w=w.

Tétel
Tehat egy (V/, 1) reprezentacié pontosan akkor sima, ha minden
v € V vektor stabilizatora G-ben egy nyilt részcsoport.
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Példa sima reprezentaciora

K test a diszkrét topolégiaval, H < G zart részcsoport (pl. a
felssharomszog-matrixok részcsoportja), és V = C.(G/H, K)
(lokalisan konstans kompakt tartja fliggvények).
(7(g)f)(goH) := (g 'goH) ha f € V és g, g0 € G.
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indukalt reprezentaciéja: ind&(14).
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Példa sima reprezentaciora

K test a diszkrét topolégiaval, H < G zart részcsoport (pl. a
fels6haromszog-matrixok részcsoportja), és V = C.(G/H, K)
(lokalisan konstans kompakt tartja fliggvények).
(7(g)f)(goH) := (g 'goH) ha f € V és g, g0 € G.

A fenti példa nem mas, mint H trivialis reprezentaciéjanak az
indukalt reprezentaciéja: ind&(14).
Tétel (Harris és Taylor 2001, Henniart 2000)

Ha ¢ £ p, akkor létezik egy kdlcséndsen egyértelmii természetes
megfeleltetés:

{,,GL,,(QP) irreducibilis} H{ ,Gal(Q,/Qp) n-dim. } .

sima reprezentacioi’ reprezentaciéi Q, felett”
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o GL,(Qp) oldalan algebrailag zart, O-karakterisztikaja testek
(pl. Q¢ vagy C) feletti reprezentaciock kellenek
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o [-fliggvények (és c-faktorok) megegyeznek a két oldalon.

o A megfeleltetés megjelenik bizonyos geometriai objektumok
(Shimura-varietasok) kohomolégiajaban.
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Idézé&jelek oka az el6z6 tételben:

o GL,(Qp) oldalan algebrailag zart, O-karakterisztikaja testek
(pl. Q¢ vagy C) feletti reprezentaciock kellenek

o Kell egy végességi feltétel a sima reprezentaciokra: (V/, )
megengedhets, ha minden H < G kompakt nyilt részcsoportra
dimg VH < cc.
o Nem az egész Gal(Q,/Q,), hanem egy sir(i részcsoport
Wo, = {g € Gal(Qp/Qp) | 3In € ZVx € Zp: g(x) = xP" (mod p)}
reprezentaciéit kell tekinteni.
Mit jelent az, hogy ,természetes megfeleltetés”?

o [-fliggvények (és c-faktorok) megegyeznek a két oldalon.

o A megfeleltetés megjelenik bizonyos geometriai objektumok
(Shimura-varietasok) kohomolégiajaban.

A tétel igaz Q, helyett F/Q, véges bévitésre is. Ez az un. lokalis
Langlands-megfeleltetés.
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Kérdés: Mit lehet mondani az eredeti problémarél, Gal(Q/Q)
reprezentacidirél? Nem sokat...

Tétel (Wiles; Taylor és Wiles 1995; Breuil, Conrad, Diamond
és Taylor 2001),

Minden @ feletti elliptikus gérbe modularis. (= Fermat-sejtés.)

E elliptikus gorbéhez (-adikus Galois-reprezentacié (¢ # p prim):
VY(E) == Qp ®z, M E[¢"]. dimg, Vi(E) = 2. Invariansok:
ap(E) := Tr(Frob, | VY(E)) € Z C Z,.

Modularitas (L-liggvények egyezése): 3f = > a,(f)q
modularis forma, melyre a,(f) = a,(E) (Vp-re).
Stratégia:

n

@ Modulo ¢ megfeleltetés: olyan £ modularis forma kell, amire
ap(f) = ap(E) (mod 7).

@ Prébaljuk meg a Galois -reprezentaciét és a modularis format
is egyszerre ,felemelni” O-karakterisztikaba.
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Tétel (Serre-sejtés 1967, Khare és Wintenberger 2008)

A Gal(Q/Q) minden irreducibilis dimg,, V' = 2 paratlan (komplex
konjugalas determinansa —1) reprezentaciéjadhoz 3 f modularis
forma, melyre a,(f) = Tr(Frob, | V) (mod ¢).
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Tétel (Serre-sejtés 1967, Khare és Wintenberger 2008)

A Gal(Q/Q) minden irreducibilis dimg,, V' = 2 paratlan (komplex
konjugalas determinansa —1) reprezentaciéjadhoz 3 f modularis
forma, melyre a,(f) = Tr(Frob, | V) (mod ¢).

Megjegyzés: A megforditas Deligne (1971) tétele.

,Felemelés” O-karakterisztikaba: mely objektumoknak van az adott
modulo ¢ redukciéjuk (mindkét oldalon)? Majd ezt a két halmazt
megfeleltetni egymasnak.

Kiilonbozs lokalis feltételek: Sziikség van az / = p esetre is!
Modulo p és a p-adikus Langlands-program (Breuil 2000-es évek):

{( Gal(Q,/Qp) n—dim-s Fpr } . {GLH(QP) Fpr (ill. K)}7

ill. K/Qp véges) reprezentacioi feletti reprezentaciéi | -
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Topolégiai feltételek GL,(Q,) modulo pill. p-adikus repr.-ira:
@ mod p: sima reprezentaciok

K /Q, véges felett: sima reprezentaciok ~ C feletti sima
reprezentaciok... Két kiilonbozé megkozelités:

o Folytonos reprezentaciok p-adikus Banach-tereken.
o Lokalisan analitikus reprezentaciok lokalisan konvex

vektortereken.
Definicié
GL,(Qp) egy K feletti Banach-tér reprezentacidja: (V) par; V
egy K feletti vektortér, || - ||: V — R=C norma, amire nézve teljes,

és m: GL,(Qp) — GL(V) folytonos.
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Topolégiai feltételek GL,(Q,) modulo pill. p-adikus repr.-ira:
@ mod p: sima reprezentaciok

K /Q, véges felett: sima reprezentaciok ~ C feletti sima
reprezentaciok... Két kiilonbozé megkozelités:

o Folytonos reprezentaciok p-adikus Banach-tereken.

o Lokalisan analitikus reprezentaciok lokalisan konvex
vektortereken.

Definicié
GL,(Qp) egy K feletti Banach-tér reprezentacidja: (V. 7) par; V

egy K feletti vektortér, || - ||: V — R=C norma, amire nézve teljes,
és m: GL,(Qp) — GL(V) folytonos.

Példa Banach-tér reprezentaciora

B < GL,(Qp): fels6éharomszog-matrixok részcsoportja.
V ={f: G/B — Q, folytonos} a sup-normaval (G/B kompakt).
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Tétel (Colmez 2008, Breuil, Berger, Paskunas, Emerton, Kisin)

Létezik egy természetes megfeleltetés -
{,,GLZ(QP) irreducibilis p—adikus} o { ,Gal(Qp/Qp) 2-dim. }

Banach-tér reprezentaci6i’ reprezentaciéi Q, felett”
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Tétel (Colmez 2008, Breuil, Berger, Paskunas, Emerton, Kisin)

Létezik egy természetes megfeleltetés

{,,GLQ(QP) irreducibilis p—adikus} . { ,Gal(Q,/Qp) 2-dim. }

Banach-tér reprezentaciéi” reprezentaciéi Q, felett”

Igaz p-adikus helyett modulo p egyiitthatokra is. Altalanositas
GL,(Qp)-re: teljesen megoldatlan, ha n > 2. Sét, F/Q, véges
bévités esetén GLo(F)-re is! Eszkozok:
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{,,GLQ(QP) irreducibilis p—adikus} . { ,Gal(Q,/Qp) 2-dim. }

Banach-tér reprezentacioi” reprezentaciéi Q, felett”

Igaz p-adikus helyett modulo p egyiitthatokra is. Altalanositas
GL,(Qp)-re: teljesen megoldatlan, ha n > 2. Sét, F/Q, véges
bévités esetén GLo(F)-re is! Eszkozok:

e Mod p: V megengedhets <= |[VSn(Zp)| < oo, Attérve a
dudlisra <= ’V(*}Ln(zp)‘ < oco. V diszkrét = V* kompakt.
Nakayama lemma = V* végesen generalt modulus
Fol[GLA(Z)p)]] = Lﬂkap[GLn(Z/p”Z)] felett.
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Banach-tér reprezentacioi” reprezentaciéi Q, felett”

Igaz p-adikus helyett modulo p egyiitthatokra is. Altalanositas
GL,(Qp)-re: teljesen megoldatlan, ha n > 2. Sét, F/Q, véges
bévités esetén GLo(F)-re is! Eszkozok:

e Mod p: V megengedhets <= |[VSn(Zp)| < oo, Attérve a
dudlisra <= ’V(*JLH(ZF)‘ < oco. V diszkrét = V* kompakt.
Nakayama lemma = V* végesen generalt modulus
Fpl[GLn(Zp)]] = Lﬂkap[GLn(Z/p”Z)] felett.

o Megengedhets Banach-tér reprezentacié: V* = Hom{§ (V, K)
végesen generalt modulus K @z, Z,[[GL,(7Z,)]] felett.
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Tétel (Colmez 2008, Breuil, Berger, Paskunas, Emerton, Kisin)

Létezik egy természetes megfeleltetés

{,,GLQ(QP) irreducibilis p—adikus} . { ,Gal(Q,/Qp) 2-dim. }

Banach-tér reprezentacioi” reprezentaciéi Q, felett”

Igaz p-adikus helyett modulo p egyiitthatokra is. Altalanositas
GL,(Qp)-re: teljesen megoldatlan, ha n > 2. Sét, F/Q, véges
bévités esetén GLo(F)-re is! Eszkozok:

e Mod p: V megengedhets <= |[VSn(Zp)| < oo, Attérve a
dudlisra <= ’V(*;Ln(%p)‘ < oco. V diszkrét = V* kompakt.
Nakayama lemma = V* végesen generalt modulus
Fo[[GLA(Z)p)]] = I(iﬂkIE‘p[GLn(Z/p”Z)] felett.

o Megengedhets Banach-tér reprezentacié: V* = Hom{§ (V, K)
végesen generalt modulus K @7, Z,[[GL,(Z,)]] felett.

@ Lok. anal. reprezentaciok dualisa: D(G, K) disztribacidalgebra
felett modulus.
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Koszonom szépen a figyelmet!
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