Bsc Linearis és absztrakt algebra gyakorlat
Elsé zarthelyi dolgozat — megolddsok (2024. mdrcius 26.)
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1. A karakterisztikus polinom k(z) = det 0 1—-z 1 = (1 — z)® (1 pont), az egyetlen
0 0 1—ux
1 11 x x
sajatérték az 1 (1 pont). Az 1-hez tartozo sajataltér az [0 1 1 y| = |y | egyenletrendszer
0 01 z z

x
megoldasahalmaza (1 pont), azaz O | z € C 3 (1 pont). A Cayley-Hamilton tétel szerint az m(x)

minimalpolinom osztja k(x)-et (1 pont ,ezért m(zr) = z — 1,(x — 1)2, vagy (x — 1) (1 pont). Mivel
01 1\° /(001
00 1] =[0 0 0] #0, amatrix nem gyoke az (x — 1)* polinomnak (1 pont). Tehat a mini-
000 0 O 0
malpolinom csak az (z — 1)® lehet (1 pont). Specilisan a Jordan-féle normalalakban az 1 sajatértékhez
100
tartozo legnagyobb blokk mérete 3 (1 pont), igy a Jordan-féle normalalak [ 1 1 0| (1 pont). Meg-
01 1

jegyzés: Az, hogy ez a Jordan-alak, ugy is indokolhat6, hogy mivel a sajataltér 1-dimenzios, egyetlen
Jordan-blokk van.

2. a) Valasz: pontosan akkor, ha ¢ = 2 (1 pont). Egyrészt ha ¢ = 2, akkor 1+ 3z + 222 = (1 +
)+ 2(x + 2%) € (1 +z,2+ 2?) (1 pont). Masrészt ha 1 + 3z + cx? € (1 + x,x + 2?), akkor
(c—2)2? = (1+43z+cx?)— (1+x)—2(x+2%) € (1+z,x+2%) ésha c # 2, akkor 2% € (1+z,z+1?)
ésigyz=(x+2%)—22 € l+zo+2?),1=(01+2)—x € (1+z,x+2* (1 pont). Viszont
dim(1 + z,x + 2%) < 2 (valojaban = 2), hiszen két elem generélja, ezért nem lehet benne harom
linedrisan fiiggetlen elem (mégpedig 1, z, 2%), ami ellentmondés (1 pont). Megjegyzés: az az indoklas

1 01
is helyes, hogy 1+ 3x + cx? € (1 + z,z + x*) pontosan akkor teljesiil, ha az |1 1 3| matrix
01 ¢

oszlopai linearisan Osszefliggéek, azaz ha a determinénsa 0.

b) A minimélpolinom gyokei pontosan a sajatértékek (1 pont), ezért A sajatértékei 0,+1 (1 pont).
Specidlisan a —1/2 nem sajatértéke A-nak (1 pont), azaz det(A — (—1/2)I) # 0 (2 pont), vagyis
det(2A+ 1) =2"det(A — (—1/2)1) # 0, igy 2A + I invertalhato (1 pont).
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3. Legyen A := (_1 3

) . Ekkor k4(z) = 2 —4x+4 = (2 —2)? (1 pont) és mivel A nem skalarmatrix,

2 0
1 2
melyre B = S™1AS. El6szor is a 2-hoz tartozo sajatvektor lesz S masodik oszlopa (1 pont), ehhez

ezért A Jordan-féle normalalakja B := ( ) (1 pont). Most meghatarozzuk az S attérési matrixot,

az A (z = <3z) egyenletrendszert kell megoldani (1 pont), melynek (egyik) nemnulla megoldéasa
(g) = <}> (1 pont). S elss <Z) oszlopvektoranak pedig az A (g) =2 (g) + G) egyenletet

kell teljesitenie (1 pont), melynek (egyik) megoldésa (Z) = (;) (1 pont). Tehat S = (; D, igy



g1 (b1 (1 pont). B?? = 2 0 (1 pont), ezért A = A2024 —
2 -1 ' 2024 - 22023 92024 ’ -1 3

22024 _ 9()24 . 22023 2024 - 22023 —2022 - 22023 9()24 . 22023 (1 nt)
—2024 . 22023 92024 1 9024 . 2023 —9024 - 22023 9()26 . 22023 pont).

4. FEgyik irany: Tegylik fol, hogy a algebrai. Ekkor @ is algebrai, hiszen ugyanannak a racionalis
egylitthatos polinomnak gydke (1 pont). Mivel az algebrai szamok testet alkotnak, ezért ¢ = Re(w)
(1 pont) és aa = |a|? is algebrai (1 pont). Ha |a|? gydke az f(z) € Q[z] nemkonstans polinomnak,
akkor || gyoke f(z?)-nek (1 pont), igy |a| is algebrai (1 pont).

Masik irany: Tegylk fol, hogy Re(«) és |a| algebrai. Mivel az algebrai szamok testet alkotnak,
Re(a)? (1 pont) és |af? is algebrai (1 pont), ezért Im(a)? = |a]? — Re(a)? is (1 pont). Ha Im(a)? gydke
a g(r) € Q[z] nemkonstans polinomnak, akkor Im(«) gydke g(z?)-nek, azaz algebrai (1 pont). Ekkor
viszont o = Re(a) + iIm(«) is algebrai, mert 7 is az, hiszen gyoke az x? + 1 polinomnak (1 pont).
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5. Elsd megoldds: Vegylink egy ai, ..., ax bazist U; N Us-ben, majd ezt egészitsiik ki by, ..., b, vekto-

rokkal U; bézisava, illetve cq, ..., ¢, vektorokkal U, bazisava (mivel dim U; = dim Uy, ezért ugyanannyi
vektorral egészitjik ki) (1 pont). Tanultuk el6adason, hogy ekkor ay,...,ax,b1,...,b. c1,. .., ¢, bazis

Uy 4+ Us-ben (1 pont), ezt pedig kiegészithetjik dy, . .., ds vektorokkal V' bazisava (1 pont). Itt k,r, s > 0,
azaz barmelyik lehet 0 is. Azt allitom, hogy W := (dy,...,ds, b1 + c1,...,b. + ¢,) megfelel (1 pont).
Egyrészt al,...,ak,bl,...,bT c U1 Q U1+W, dl,...,ds eWw Q U1+W és C; = —bj+(bj+0j) S U1+W
(j=1,...,r), azaz U+ W tartalmazza V egy bazisat, igy Uy +W =V (2 pont). Masrészt dim W < s+r
(van ekkora generatorrendszere) és dim Uy = k+r, k+2r+s = dimV = dim Uy +dim W —dim U;NW <
(k+7)+ (s +r) —dim(U;y N W) (1 pont). Tehat sziikségképpen egyenldség van és dim(U;y N W) = 0
(1 pont), specidlisan az U; + W &sszeg direkt Gsszeg, azaz V = U; @ W (1 pont). Szimmetria miatt
hasonloan kévetkezik az is, hogy V = Uy @ W (1 pont).

Madsodik megoldds: Az elsé megoldashoz hasonléan szeretnénk talélni V-ben s := dimV — dimU; =
dimV — dim U, darab dy,...,ds € V vektort, melyekkel akar Uy, akar U, egy — tetszbleges — bazisat
kiegészitve V bézisat kapjuk. Az ilyen vektorrendszer létezését s szerinti indukcidval igazoljuk. Ha
s =0, akkor Uy =V = Us, tehat az allitas vilagos. Tovabba ha U; = Us,, akkor az allitas volt elGadéason:
U, egy tetszbleges bazisat kiegészithetjiikk V' bazisava. Végil ha Uy # Us,, akkor Uy & U, és Uy € Uy,
hiszen dimenzi6juk megegyezik. Viszont ekkor U; U Uy nem altér V-ben (1. feladatsor 18-as feladat),
specidlisan Uy UUy # V', azaz van olyan d; € V vektor, melyre dy ¢ Uy és dy ¢ Us. Legyen Uj := (Uy, dy)
és U) := (Us,dy). Mivel dimV —dimU] = s — 1 = dim V' — dim U}, ezért az indukcios feltevés szerint
talalhatunk ds, . .., ds vektorokat, melyekkel akar U, akar Uj bazisat kiegészitve V' egy bazisat kapjuk.
Az igy kapott dy, ..., ds vektorok megfelelnek.

6. Mivel f és g nemkonstans, mindkettd legfeljebb hatodfokua (2 pont). Masrészt 0 = \7/57 -2 =
F(V2)9(V/2), azaz f(v/2) és g(v/2) koziil legalabb (valojaban pontosan, de erre nincs sziikség) az egyik
0. Specialisan v/2 K fol6tti m(x) minimalpolinomjanak a foka < 6 (hiszen m(z) | f(z) vagy m(z) | g(x)),
azaz | K (v/2) : K| = degm(x) < 6 (2 pont) relativ prim a 7-hez (2 pont). Ugyanakkor |Q(v/2) : Q| = 7,
hiszen 27 —2 irreducibilis Q f516tt (Schonemann-Eisenstein) (2 pont). Tehat 7 osztoja | K (v/2) : Q(v/2)|-
Q(v2) : Q| = |K(V2) : Q| = |K(v/2) : K| - |K : Q|-nak, igy |K : Q|-nak is, hiszen |K(v/2) : K|-hez
relativ prim (2 pont).

7. A megoldas nagyon hasonlé ahhoz, ahogy a minimalpolinom gyoktényezss felbontasanak segitségével
felbontjuk a teret direkt osszegre. ElGszor vegyiik észre, hogy A; = Al = Aj(A) + -+ + Ay) = A2
hiszen A;A; = 0, ha j # ¢ (2 pont). Most belatjuk, hogy C" = Im(A4;) + --- + Im(Ag). Vegyiink
ugyanis egy tetszéleges v € C™ vektort és legyen v; = Aw (i = 1,...,k). Ekkor v; € Im(4;) és
v=1I1v=(A1+ - +A)v =01+ -+ (4 pont). Masrészt tegyiik fel, hogy vy +---+vg = v] +-- -+ v},
valamely v; = A;w;, v, = A;w) € Im(A4;) (i = 1,..., k) vektorokra. Ekkor

minden i = 1,..., k-ra, azaz az Gsszeg direkt (4 pont).



