Bsc Linearis és absztrakt algebra intenziv gyakorlat
Hetedik feladatsor

1. Adjuk meg a sikon a tiikrozések, forgatasok, meréleges vetitések adjungéltjat. Melyek lesznek szim-
metrikusak, illetve ortogonalisak?

2. A C* alabbi transzformacioi koziil melyek normalisak, énadjungéltak, unitérek?
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3. (Kételezéen beadandé HF) Tekintsiik R*-en az el6z6 feladat B és D transzformécioit, valamint
az alabbiakat:
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Melyek szimmetrikusak, illetve ortogonalisak? A szimmetrikusakhoz adjunk meg ortonormalt sajat-
bézist, az ortogonalisakhoz pedig olyan bazist, amelyben a matrixra az el6adéson szerepelt tételnek
megfelels, forgatdasokat és +1-et tartalmazo blokkokra bomlik.

4. Bizonyitsuk be az alabbiakat.
(1) Ha Av = \v és A*w = pw, akkor A\ = p vagy v L w.
(2) Ker A* = (Im A)* és Im A* = (Ker A)*.
(3) AA*=0 = A=0.
(4) AAB=0 = Im(A)+Im(B)=Im A& ImB.
(5) AB=BA*=0 — Im(A+ B)=Im A& ImB.
5. Igazoljuk, hogy ha A és B onadjungalt, akkor AB pontosan akkor énadjungalt, ha AB = BA.

6. Mutassuk meg, hogy egy normalis transzformaci6 sajatalterei paronként merélegesek. Igaz-e a meg-
forditas?

7. Igaz-e, hogy ha két normalis transzformécio felcserélhets, akkor megegyeznek a sajatvektoraik? Igaz-
e a megforditas?

8. Mutassuk meg, hogy az A transzformacié akkor és csak akkor normaélis, ha tetsz6leges v vektorra
| Av|| = || A*v]| teljestil.

9. Mutassuk meg, hogy egy transzforméacioé akkor és csak akkor merdlegességtarto, ha egy unitér (illetve
ortogonalis) transzformaci6 skalarszorosa.

10. Bizonyitsuk be, hogy ha A ortogonélis és szimmetrikus, akkor A% az identitas. Megfordithato-e ez
az allitas?

11. Igazoljuk, hogy A akkor és csak akkor normalis, ha A* polinomja A-nak.

12. Hatarozzuk meg a valos euklideszi sikon az 0sszes normaélis transzformaciot.
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13. Igazoljuk, hogy minden C feletti linearis transzformécio felirhatd egy unitér és egy onadjungalt
transzforméacié szorzataként, és hogy egy transzformacié pontosan akkor normaélis, ha felirhato egy
unitér és egy onadjungalt transzformécié szorzataként, melyek felcserélhetdk.

14. Transzforméljuk négyzetosszeggé ortonormalt bazisban a —z? + 10zy — y? — 22 é&s —327T +

dizy — 4Ty + 3yy — 2z kvadratikus alakokat. Tovabbi gyakorlasként transzforméljuk négyzetdsszeggeé
ortonormalt bazisban a 6. feladatsor 10-es feladataban szerepld kvadratikus alakokat is. Dontsiik el,
hogy az 22 +xy = 1 egyenletii sikgorbe ellipszis vagy hiperbola és hatarozzuk meg a szimmetriatengelyeit!

15. (Kételez6en beadandé HF) Déntsiik el, hogy az 22 + zy + y*> = 1, ill. az 2% + 4oy + ¢y = 3
egyenlett sikgorbe ellipszis vagy hiperbola, és hatarozzuk meg a szimmetriatengelyeiket!

16. Legyen « egy pozitiv definit, 8 pedig egy tetszéleges szimmetrikus bilinearis fiiggvény egy véges
dimenzios R vagy C feletti vektortéren (utobbi esetben masféllinearisak). Bizonyitsuk be, hogy alkalmas
bazisban « is és [ is diagonélis. Sziikséges-e feltenni, hogy « (vagy () pozitiv definit?

17. (*) Legyen G < GL,(C) egy véges részcsoport. Igazoljuk, hogy van olyan bazisa C™"-nek, melyben
GG minden eleme unitér matrix. (Azaz: igazoljuk, hogy van olyan S € GL,(C) attérési matrix, melyre
S~1gS unitér minden g € G-re.) Az &llitas akkor is igaz, ha G-16l a végesség helyett azt tessziik fel, hogy
kompakt (azaz G korlatos és zart, mint C"*" = R2"* részhalmaza), de ehhez kell az an. Haar-mérték
(lasd kovetkezo feladat).

18. (**) Jelolje ST az 1 abszolutértéki komplex szamok csoportjat a szorzasra nézve és tegyiik fel, hogy
¢: ST — GL,(C) egy csoporthomomorfizmus és ¢ folytonos. Igazoljuk, hogy van olyan bazisa C"-nek,
melyben Im(p) minden eleme unitér matrix. (Mivel S kompakt, a folytonossig azzal ekvivalens, hogy
¢ egyenletesen folytonos, azaz minden ¢ > 0-hoz van olyan § > 0, melyre g,h € S' és |g — h| < §
esetén ||p(g) — ¢(h)|le < €. Itt |g — h| alatt a szokasos komplex szam abszolutértékét értjiik, ha
pedig A € C™*", akkor ||Al|~ a legnagyobb abszolutértékd elem abszolutértékét jeloli. Valojaban a
folytonossag definicivjaban mindegy, hogy melyik matrixnormat és melyik tavolsagfogalmat hasznéljuk
Sl-en, ekvivalensek.)

19. (*) Legyen G < GL,(C) egy véges kommutativ részcsoport. Igazoljuk, hogy van olyan béazisa C"-
nek, melyben G minden eleme diagonalis.

20. (*) Igaz-e, hogy ha két R™"-beli matrix C f6lott hasonlo, akkor R folott is?



