Bsc Linearis és absztrakt algebra intenziv gyakorlat
Otadik feladatsor

1. Igazoljuk, hogy ha egy csoportban minden elem rendje legfeljebb 2, akkor a csoport kommutativ.

2. Legyen Q = {+£1,+i, +j, +k} és definidljuk a szorzast gy, hogy 2 = j2 = k? = —1,ij = k, ji = —k,
jk =1, kj = —i, ki = j, ik = —j (és a —1-gyel valo szorzés a nyilvanvalo). Mutassuk meg, hogy @ egy
nemkommutativ nyolcelemt csoport (név: kvaternidcsoport), ami nem izomorf a Dy-gyel. Adjunk meg
GL3(C)-ben egy Q-val (kvaterniok) izomorf részcsoportot.

3. Legyen g egy n-edrend( elem a G csoportban. Mennyi ¢* rendje? Hany n-edrendd elem van G-ben
legalabb?

4. Mennyi |GL,(F,)|? Es |SL,(F,)|?
5. Milyen elemrendek fordulnak elg a GLy(FF3) csoportban?

6. Mutassuk meg, hogy ha ¢ és h relativ prim rendi egymaéssal felcserélhets elemek egy csoportban,
akkor o(gh) = o(g)o(h). Elhagyhato-e a két feltétel valamelyike?

7. Mik lehetnek GLy(F,)-ben egy p-edrendii elem sajatértékei?

8. Legyen G egy csoport, Hy és Hy részcsoportok G-ben. Adjunk sziikséges és elégséges feltételt arra,
hogy H; U Hs is részcsoport legyen GG-ben.

9. Van-e Ay-ben 6-odrendii részcsoport?

10. Legyen G csoport és H < K < G részcsoportok. Igazoljuk, hogy |G: H| pontosan akkor véges, ha
|G: K| és |K: H| is véges, ¢s ilyenkor |G: H| = |G: K|-|K: H|.

11. Mutassuk meg, hogy egy csoportban két véges indext részcsoport metszete is véges indexii.

12. Hatarozzuk meg a sik egybevigosagi transzformacioibol allo véges csoportokat.

13. Keressiik meg azt a részcsoportot Sy-ben, amelyet a Cayley-tétel bizonyitasa a Klein-csoporthoz,

illetve a Z; csoporthoz rendel. Keressiik meg Sg azon részcsoportjat is, melyet a Cayley-tétel bizonyitasa
Ds-hoz rendel.

14. Tekintsiik a D, diédercsoportot, mint a sik egybevagoséagi transzformacioinak részcsoportjat. Adjuk
meg a sik pontjainak orbitjat és stabilizatorat.

15. Tegyiik fel, hogy a G csoport hat az X halmazon és egy © € X elem stabilizatora H. Igazoljuk,
hogy gz stabilizdtora gHg™' (g € G tetsz6leges).

16. (Kotelez6en beadandé HF az apr. 8-12-ei héten (5+5 pont)) a) Hany kiilonb6z6 nyaklan-
cot tudunk késziteni 4 piros és 2 kék gyéngybsl?

b) Egy négyzetet 9 kis egybevagd négyzetre osztunk (az oldalakkal parhuzamosan). Hényféleképpen
lehet a 9 kis négyzet koziil 4-et kiszinezni (egy szinnel) ugy, hogy a nagy négyzet szimmetridival
egymasbavihets szinezéseket nem tekintjiik kiilonbozének?

17. Legyenek A és B részcsoportok a G csoportban és legyen X = G/B a B szerinti baloldali mellék-
osztalyok halmaza. Tekintsiik A hatésat X-en a balszorzéassal (azaz egy a € A elem a gB mellékosz-
talyt az agB mellékosztalyba viszi). Mi B palyaja és stabilizatora ennél a hatasnal? Igazoljuk, hogy
|AB| = [A||B|/|AN B.

18. Igazoljuk, hogy ha egy H < G részcsoport indexe 2, akkor H normaéloszté6 G-ben.

19. Legyen N <G és g € G. Igazoljuk, hogy gN rendje G/N-ben az a legkisebb pozitiv egész n, melyre
g" € N (illetve végtelen, ha nincs ilyen n).
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20. Legyen n > 1 egész. Mutassuk meg, hogy egy csoportban az n rendi elemek altal generélt részcso-
port mindig normélosztoé.

21. Adjunk példat arra, hogy ha Hi, Hy < G részcsoportok, akkor a H;Hs komplexusszorzat nem
feltétlentil részcsoport.

22. Legyen H < G részcsoport és N <1 G normaloszto.

a) Igazoljuk, hogy HN = N H részcsoport G-ben.
b) Mutassuk meg, hogy H N N normaloszté H-ban és HN/N = H/(H N N).

23. Legyen G csoport, N < G normaloszté. Bizonyitsuk be, hogy az N-et tartalmazo K részcsoport
pontosan akkor normaloszté G-ben, ha a kanonikus homomorfizmusnal vett képe K/N norméalosztd

G/N-ben. Tovabba ekkor G/K = (G/N)/(K/N).

24. Hatarozzuk meg az aldbbi csoportok Osszes elemének centralizatorat és konjugaltosztalyat: D,,, @,

Sy, S5, Ay, As, GLa(Fy). (Egy elem centralizatora alatt az 6sszes vele felcserélhets elem részcsoportjat

értjik. )

25. a) Bizonyitsuk be, hogy Z(S,) = 1, han > 3. Mi Z(D,)? Es Z(Q)? (Itt Z(G) a G csoport
centrumét jeloli, azaz azon elemeket, melyek minden mas elemmel felcserélhetdk.)

b) Mutassuk meg, hogy Z(G) < G.

26. (*) Igazoljuk, hogy tetszéleges test multiplikativ csoportjanak tetszéleges véges részcsoportja cikli-
kus.

27. (*) Bizonyitsuk be, hogy ha 2 < n < p és p prim, akkor GL,(F,)-ben nincs p? rendi elem.

28. (*) Bizonyitsuk be, hogy ha G egy végtelen Abel csoport, melyben minden valodi részcsoport véges,
akkor G = Z,~ valamilyen p primszdmra, ahol Z,~ a p-hatvinyrendd komplex egységgyokok csoportja.

29. (*) Igazoljuk, hogy egy véges G csoport rendje pontosan akkor péaros, ha G-ben van masodrendi
elem.

30. (*) Legyen G véges csoport, H < G részcsoport. Igazoljuk, hogy G-ben van olyan H szerinti bal
oldali reprezentansrendszer, ami egyben jobboldali reprezentansrendszer is.

31. (**) Igazoljuk, hogy minden véges csoport egy alkalmas véges, iranyitatlan (to6bbszoros- és hurokél
nélkiili) graf szimmetriacsoportja.



