Bsc Linearis és absztrakt algebra intenziv gyakorlat
Negyedik feladatsor

1. a) Konstrualjunk 8, illetve 27 elem testet.
b) Adjunk meg egy izomorfizmust Fs[z]/(z* + 1) és F3ly]/(y* —y — 1) kozott.

2. (Kételezéen beadandé HF a maérc. 11-15-ei héten) Van-e olyan matrix, amelynek a karakte-
risztikus polinomja z* — 22 és a minimalpolinomja (a) 2? — z; (b) 2° — z; (¢) 2* — 227 Amelyik létezik,
arra adjunk is példat.

3. Hatarozzuk meg a 2. feladatsor 17. feladataban szereplé métrixok és transzforméciok; egy altalanos

diagonélis matrix; valamint az aldbbi matrixok minimélpolinomjat, rangjat és Jordan-alakjat. Az utolso
sor matrixai koziil melyek hasonlok?

200 2 00 2 00 2000 2000
2 1 1 200 1200
1 20 1 20 1 30
(—1 O) 00 2 00 3 00 3 0020 0020
000 2 001 2
1 11 0 0 2 0 20 0 2 2 0 20 -3 -4 1
1 11 0 00 000 000 0 0 2 6 9 -2
1 11 000 000 000 000 15 24 -5
20 2 0 2 0
0 2 1 2 2 2 12
1

4. Hatarozzuk meg az ( 2) matrix Jordan-normalalakjat, majd szamitsuk ki a 2024-edik hatva-

-2 5
nyat.

5. Mutassuk meg, hogy ha J = Al + N egy Jordan-blokk, és f egy polinom, akkor f(.J)-ben a féatlo
felett csupa nulla all, és a fatloval parhuzamos, a f6atlotol lefelé szamitott k-adik ,ferde sor” mindegyik
eleme f®)(\)/k!, ahol a (¥ kitevé k-adik derivaltat jeldl.

6. Jelolje Jy a k x k-as, A sajatértékhez tartoz6 Jordan-blokkot.

a) Hatéarozzuk meg J,; minimalpolinomjat.

b) Hogyan hatarozhat6 meg egy matrix (transzformacio) Jordan-normélalakjabol a minimalpolinom?

c¢) Igazoljuk, hogy egy (komplex elemt, négyzetes) matrix minimélpolinomja pontosan akkor egyezik
meg a karakterisztikus polinomjéaval, ha minden sajatértéke csak egy Jordan-blokkban fordul elé.
Hany fliggetlen sajatvektor tartozik ilyenkor egy-egy sajatértékhez?

d) Adjunk 4j bizonyitast a Cayley-Hamilton-tételre komplex elemii matrixok esetén.

7. Igazoljuk, hogy ha M invertalhaté matrix, akkor M ! polinomja M-nek.

8. Tegyiik f6l, hogy egy A € Q™" matrix Osszes sajatértéke racionalis. Igazoljuk, hogy ha A dia-
gonalizalhato C felett, akkor diagonalizalhato Q felett is. Igaz-e, hogy A-nak létezik Jordan-alakja Q
folott?

9. Bizonyitsuk be, hogy algebrailag zart test f6l6tt minden négyzetes méatrix hasonl6 a transzponaltja-
hoz.

10. (Kételez6en beadand6 a marc. 18-22-ei héten) Hanyféle lehet egy 6 x 6-os nilpotens matrix
Jordan-féle normélalakja?

11. (*) Ejfélkor a hétfejt sarkiny megjelent a kiralylanynal, felirt egy 13 x 21-es 8 rangii valés méatrixot,
és a kovetkezéket mondta. ,Minden reggel megvaltoztathatod a méatrix egy elemét. En minden é&jjel
eljovok, és én is megvaltoztathatom a matrix egy elemét. Ha a métrix rangjat hétté tudom tenni, akkor
felfallak.” Erdemes-e a kiralylanynak algebrat tanulnia?
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A sarkany a kiralylany hugahoz is bement. ,Neked egy 8 rangt 8 x 8-as M matrixot kell most felirnod.
Minden reggel meg kell valtoztatnod a matrix egy elemét (tehat M-et mar holnap reggel is). En minden
éjjel eljovok, és én is megvaltoztatom a matrix egy elemét. Mindketten mindig kotelesek vagyunk egy-
egy elemet ténylegesen meg is valtoztatni. Ha a matrix rangjat hétté tudom tenni, akkor felfallak.” A
kiralylany higa életben maradt-e?

12. (*) Legyen A € C™", B € C"* és tekintsiik az n x k-as matrixok C™** vektorterén azt a lineéris
transzformaciot, ami egy M € C™* matrixhoz az AM — M B € C™* méatrixot rendeli. Igazoljuk, hogy
ez a linearis transzformacié pontosan akkor bijektiv, ha A-nak és B-nek nincs kozos sajatértéke.

13. Egy K[A\]"*"-beli méatrixot A-matrixnak neveziink. Egy A-méatrix elemi dtalakitisinak a kovetkezd
lépések valamelyikét nevezziik:

(1) Két sor (vagy oszlop) cseréje.

(17) Egy sorhoz (ill. oszlophoz) hozzaadjuk egy masik sor (ill. oszlop) polinomszorosét.
(17i) Egy sort vagy oszlopot megszorzunk egy 0 # ¢ € K szammal.

fi(A) 0
Bizonyitsuk be, hogy minden A-métrix elemi atalakitasokkal diagonélis alakra

0 fn(A)
hozhato, ahol f;(A\) | fiz1(A) (i =1,...,n— 1) és minden f; fSegytitthatoja 1.

14. Jelolje egy n X n-es A-matrix Osszes k x k-as aldeterminanséanak (,minorjanak”) legnagyobb koézos
osztojat Dy(N). (Tehat Dp(\) az 6sszes elem legnagyobb kozos osztoja, D, (\) a matrix determinansa.)
Bizonyitsuk be, hogy ha két A-méatrix ekvivalens (azaz elemi atalakitasokkal egymasbavihetd), akkor
rajuk ugyanaz a Dy () adodik minden 1 < k& < n-re.

15. Bizonyitsuk be, hogy Dy_1(\) | Dr(A) (2 < k < n). A di(N) := fo(l)(‘l) hényadosokat a matrix

moaridns osztoinak nevezzik.
16. Mit jelent az, ha D,(\) # 0, de D,41(\) =07

17. Bizonyitsuk be, hogy az alabbi feltételek az A és B A-méatrixokra ekvivalensek:

a) A és B ekvivalens
b) A-ra illetve B-re kiszamolva Dy ()\)-t, ugyanazt kapjuk
¢) Léteznek olyan P, () A-métrixok, melyek determinansa # 0 konstans, és PAQ = B.

Legyen K algebrailag zart. Az A € K™*" matrixra készitsiik el az A — Al A-métrixot, tekintsiik annak
(V). - d(N) (drgr (V) = -+ = dy(\) = 0) invarians oszt6it és azok di(\) = A=Ay (A=A
gyoktényezss felbontasait. A (A — )\y))n;” polinomok Gsszességét az A matrix elemi osztoinak nevezziik.
(Tehat pl. ha az invaridns osztok 1, A\, A2(A + 1), A%2(X + 1)2, akkor az elemi osztok: A, A%, A2, A+ 1,
(A + 1)) Mutassuk meg, hogy az elemi osztok ekvivalencia erejéig meghatarozzdk a A-matrixot (ha
még az r rangot is ismerjik).

18. Legyen K algebrailag zart. Mutassuk meg, hogy az A, B € K™*" matrixok akkor és csak akkor
hasonlok, ha az A — Al és B — A\l A-métrixok ekvivalensek.

19. A fentiekbdl éllitsunk Gssze egy modszert egy A € K™*™ métrix Jordan-féle normalalakjanak meg-
hatarozasara.

20. Hogyan lehet az elemi osztok segitségével meghatarozni a minimalpolinomot?

21. (**) Az 13.-17. feladatok megoldasaban mit hasznaltunk ki a K[A] gytirtrsl? Igazoljuk, hogy min-
den véges Abel-csoport felbonthato Z/nZ alaku (azaz ciklikus) csoportok direkt szorzatara.



