Bsc Linearis és absztrakt algebra intenziv gyakorlat
Harmadik feladatsor

1. (Kételezéen beadandé HF) Legyen fy = fi1 = 1 és foy1 = fu + fno1 minden n > 2-re. Igazol-
juk, hogy 0 1Y (fna) Z ( In . Az 01 matrix diagonalizalasaval adjunk képletet az n-edik
1 fn f n+1 11

hatvanyara és igy f,-re.

2. Alljon I azon Q[z]-beli polinomokboél, melyeknek gydke a v/2. Mi ennek az idedlnak a generatorele-
me?

3. Melyek azok a lineéris transzforméaciok a sikon, melyeknek minimalpolinomja els6foki? Melyek azok,
amelyeknek a minimalpolinomja és a karakterisztikus polinomja kiilénb6z6?

4. a) Bizonyitsuk be, hogy egy tetszdleges K test feletti polinom el6all egy alkalmas K feletti vektor-
téren értelmezett lineéris transzformacié karakterisztikus polionomjaként.

b) Igaz-e az allitas karakterisztikus polinom helyett minimalpolinommal?

c) Igaz-e, hogy ha f egy k-adfokd polinom, és k < n, akkor f egy alkalmas n x n-es matrix minimalpo-
linomja?

5. Oldjuk meg Q**%-ben az X* = 2X egyenletet.

6. Legyen V véges dimenzios, A € Hom(V') és 0 # v € V. Jelolje tovabba m 4, azt a minimalis foku
normalt polinomot, melyre m4,(A)v = 0. Igazoljuk a kovetkezdket:

a) A minimalpolinomja m, az Osszes my, legkisebb kozos tébbszorose, midén v befutja V-t.
b) W = (v, Av, A%v,...) épp a v-t tartalmaz6 legsziikebb A-invaridns altér.
¢) dim(IV) = deg(m.,)
d) Ha ma-nak van k-adfoku irreducibilis osztoja, akkor A-nak van k-dimenziés invariansaltere.
e) Egy linearis transzformaci6 karakterisztikus polinomja akkor és csak akkor irreducibilis ha a transz-
formécionak csak két invarians altere van (a trivialisak).

Hatérozzuk meg az m 4, polinomot tetszéleges v esetén, ha A a sikon egy tengelyes tiikrozés,egy forgatas,
valamint ha A a derivalas a polinomok vektorterén.

7. Legyen A egy komplex elemii métrix. Igaz-e, hogy ha a) A% = [; b) A2 = (, akkor A diagonali-
zalhato?

8. (*) Igazoljuk, hogy egy Q™*"-beli métrix minimalpolinomja ugyanaz Q és C felett.

9. Mutassuk meg, hogy Q(v/2,v2) = Q(+/2).
10. Hatarozzuk meg v/2 + /3 minimalpolinomjat Q felett. Mik lesznek Q(v/2 + /3) résztestei?

11. A 7+3,5m 46,7+ /2, 7% + 21 + 2, /7 szamok koziil melyek algebraiak? (Hasznéljuk fel, hogy
transzcendens.)

12. Legyen L = K(«a,f3), ahol |K(«) : K| = m, |K(f) : K| = n és (m,n) = 1. Igazoljuk, hogy
|K(c, B) : K| = mn. Elhagyhato-e az a feltétel, hogy (m,n) = 17

13. Legyen a,b € R. Igazoljuk, hogy a + bi pontosan akkor algebrai, ha a és b mindketts algebrai.
14. Igazoljuk, hogy Q egyetlen véges bévitése sem algebrailag zart.

15. (*) Legyen K < L egy testbovités, és «, 8 € L transzcendens elemek K felett. Igazoljuk, hogy o
pontosan akkor algebrai K (3) felett, ha § algebrai K(«a) felett.

16. (**) Legyen R egy integritési tartomany, és K egy olyan részgytirtje R-nek, ami test, és dimg R <
0o. Igazoljuk, hogy R test.

17. Legyen « paratlan foku elem egy K test felett. Igazoljuk, hogy K(a) = K(a?).
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18. Igazoljuk az alabbiakat: Az a € R elem é&ltal generdlt balidedl (a), = {na +ra | r € R,n € Z},
egységelemes gytriben (a), = {ra | r € R} = Ra (mivel leginkabb egységelemes gytirtikkel foglalkozunk,
ezért az utobbi jelolést fogjuk hasznalni). Az a € R elem altal generdlt idedl (a) = {na + ra + as +
Yoimiasi | s, i85, € Ryn € Z}, egységelemes gytriben: (a) = {> . r;as; | ri,s; € R}.

19. Az R gytri [ és J idealjai altal generalt ideal: (I,J)=I+J={a+bla€cl,be J}. AzlésJ
komplexusszorzata altal generalt ideal I.J := {) . a;b; | a; € I,b; € J}.

20. Hatarozzuk meg R[xz,y]/(2?, xy,y?) gytiri ideéljait.
21. Igazoljuk, hogy Q[z]/(z* —2) = {a +bv/2 + cV/4 | a,b,c € Q).
22. Mely m > 0 egészekre igaz, hogy a Z/(m) gytriiben a nullosztok a nullaval egytitt ideéalt alkotnak?



