Bsc Linearis és absztrakt algebra intenziv gyakorlat
Mdsodik feladatsor

1. Egy tizdimenziés térben kivalasztunk harom kilencdimenzios alteret. Mekkora lehet a metszetiik
dimenzidja? Adjunk példat minden lehetséges értékre.

2. Az alabbi ¢: V; — V; leképezések koziil melyek linearisak? Ahol a valasz igenld, ott adjuk meg a
leképezés matrixat a szokasos, illetve a megadott bazis(par)ban. Mi lesz a képtér, ill. a magtér?

(1) V1 és V4 a sik R felett, ¢ egy eltolas; egy pont koriili forgatas; egy egyenesre (pontra) vald
tiikrozés; egy egyenesre valo vetités. A métrixot csak az origd koriili o szogi forgatas; az y = x
egyenesre valo tiikrozés; az erre az egyenesre valo, fliggdleges vetitésre szamitsuk ki, a szokasos,
illetve a by = (1,1)7, by = (—1,1)7 bézisban.

=R az R felett, Vo, = C a C felett, ¢ az 1 + ¢ szammal val6 szorzéas.

=V, = C az R felett, ¢ az 1 + ¢ szdmmal val6 szorzas.

=R" V5, =R az R felett, p(v) a v komponenseinek az Gsszege.

=V, = R**? az R felett, ¢ a transzpondlés (azaz a f6atlora valo tiikrozés).

= R[z] legfeljebb harmadfoku elemei, Vo2 = C az R felett, o(f) = f(i).

) Vi = V4 = R|x] legfeljebb n-edfoku elemei az R felett, p(f) = f' (derivalt).
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3. Legyen f linearis leképezés Vi-bdl Va-be. Melyek igazak a kovetkezk koziil?
(1) Ha a3, as, ..., a; € V; fiiggetlen, akkor f(a1), f(az),..., f(ax) is figgetlen.

(2) Ha aq,aq, ..., ax generatorrendszere Vi-nek, akkor f(aq), f(az),..., f(ar) generatorrendszere Va-
nek.

(3) Haay, as, . .., a; generatorrendszere Vi-nek, akkor f(a1), f(az),. .., f(ax) generatorrendszere Im( f)-
nek.

(4) Ha f(a1), f(as),..., f(ax) fiiggetlen, akkor ay,as, ..., a; is fiiggetlen.

(5) Ha f(a1), f(az),..., f(ax) generatorrendszere Vo-nek, akkor ay, as, ..., a; generatorrendszere V;-

nek.

4. Legyen U,/W < V alterek egy vektortérben. Tekintsiik a kdvetkezs leképezést: ¢: U & W — V|
ou,w):=u+w e V. (Itt U W a kilsd direkt 6sszeg.) Igazoljuk, hogy ez egy linearis leképezés. Mi
a magja és a képe? A linearis leképezésekre vonatkozd dimenzidtétel segitségével adjunk 0 bizonyitast
az alterek Osszegének dimenzi6jara vonatkozo képletre.

5. Legyen ¢ a térben a z-tengely koriili 90 fokos forgatés, ami az x-tengelyt az y-tengelybe viszi, és ¢
az a transzforméaci6, ami minden pontot tiikréz a (0,0,0)T és (1,1,1)T pontokat 6sszekots egyenesre.
Mi ezeknél az (1,2,3)T pont képe? Igaz-e, hogy ¢ ot = 1) o ¢?

6. Alljon W a sik azon lineéris transzformécioibol, amelyek az (1,1)” pontot nulldba viszik. Igazoljuk,
hogy ez altér (a sik lineéris transzoformécidinak vektorterében), és hatarozzuk meg a dimenzi6jat.

7. Legyen W a V véges dimenzios vektortér tetszéleges altere. Bizonyitsuk be, hogy V-nek létezik olyan
linearis transzformécioja, amelynek W a magtere, illetve a képtere.

8. Mely V vektorterekben van olyan ¢ € End(V'), melyre Im(y) = Ker(y)?

9. Legyen V véges dimenzios vektortér, p: V' — V pedig egy linearis transzformécio. Ha Im(p?) =
Im(yp), kovetkezik-e ebbdl, hogy Ker(¢?) = Ker(p)? Igaz-e a megforditas?

10. Mutassuk meg, hogy ha ¢ idempotens linearis transzforméaci6é a V' vektortéren, azaz ¢? = ¢, akkor
Im(p) ® Ker(p) = V. (Az ilyen lineéris transzforméaciokat projekcioknak is nevezik.) Igazoljuk, hogy a
sik egy lineéris transzformécidja akkor és csak akkor idempotens, ha nulla, az identités, vagy egy origéon
atmend egyenesre valo (nem feltétlentil merdleges) vetités.

11. Legyen V egy véges dimenzios vektortér és ¢ € Hom(V, V). Igazoljuk, hogy van olyan k egész,
melyre V = Im(¢*) & Ker(p").
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12. Egy ¢ linearis transzforméacio nilpotens, ha van olyan n pozitiv egész, hogy ¢" = 0. Bizonyitsuk
be, hogy ha az ¢ és 1 nilpotens, lineéris transzformaciok felcserélhetSk (azaz i = ), akkor ¢ + 1) is
nilpotens. Elhagyhato-e a felcserélhetéség feltétele?

13. (*) Legyen M nilpotens n x n-es matrix. Bizonyitsuk be, hogy M"™ = 0.

14. Ha egy linearis transzformécié matrixa egy adott bazisban M, mi lesz a matrix akkor, ha mindegyik
bazisvektort (csak az els§ bazisvektort) a kétszeresére noveljik? Mely linearis transzformacioknak lesz
minden béazisban ugyanaz a matrixa?

15. (Kételez6en beadandé HF) A ¢ transzformAci6 matrixa a stk szokésos ((1,0)7, (0, 1)T) bazisdban
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ésa by =1/v2(1,1)7, by = 1/v/2(—1,1)" bagisban is.
16. Igazoljuk, hogy egy A € K™% matrix, mint A: K¥ — K" linearis leképezés rangja nem mas,
mint a képterének a dimenzioja. Igazoljuk, hogy rk(BA) < min(rk(A),rk(B)), ha a BA métrixszorzas
értelmes.

(1 2). Adjuk meg a bézistranszformacio képletét felhasznalva ¢ matrixat az (1,1)7, (1,2)7 bazisban,

17. Hatarozzuk meg az alabbi linearis transzformaciok, illetve matrixok sajatértékeit, sajataltereit,
karakterisztikus polinomjat és miniméalpolinomjat.
a) Az alabbi matrixok R illetve C felett:

0 1 0 -1 010 o 0 a 0 0
10 10 0 01 1 & 1 o O
1 00 0 1 «

Melyek diagonalizélhatoak? Szamitsuk ki az utolsoé két matrix n-edik hatvanyat.

b) A vektortér a sik R felett, a transzformacio pedig az y = = egyenesre valo tiikrozés; az erre az
egyenesre valo, fliggleges irdnyua vetités; az origd koriili o szogi forgatas.

¢) A transzformacio a derivalas az R[x] legfeljebb masodfoku elemeinek vektorterén.

18. Melyek igazak az alabbi allitdsok koziil?

a) Ha ) sajatértéke A-nak, akkor \? sajatértéke A%-nek.

b) Ha A? sajatértéke A%-nek, akkor \ sajatértéke A-nak.

c) Ha 0 sajatértéke A%-nek, akkor 0 sajatértéke A-nak.

19. Tegyiik fel, hogy A egy olyan linearis transzformaci6 egy n-dimenziés téren, melynek n kiilonb6z6

sajatértéke van. Igazoljuk, hogy A-nak pontosan 2" invaridns altere van.

20. Mutassuk meg, hogy ha AB = BA, akkor Im(A) és Ker(A) B-invarians altér. Elhagyhato-c¢ a
felcserélhetGség feltétele?

21. Legyen V egy C feletti n-dimenziés vektortér, A pedig egy linearis transzformacié V-n. Bizonyitsuk
be, hogy V-nek minden 0 < k < n-re van k-dimenzios A-invarians altere.

22. ¢ egybevagosagi transzforméacié a térben, mely a P pontot helyben hagyja. Igazoljuk, hogy van
olyan () # P pont, melyet ¢ vagy helyben hagy, vagy P-re tiikroz.

23. (*) Mutassuk meg, hogy egy komplex elemii négyzetes matrix akkor és csak akkor nilpotens, ha
minden hatvanyanak 0 a nyoma. Az els6 hany hatvanyra kell csak feltenni?

24. (*) Bizonyitsuk be, hogy ha M egy komplex elemii matrix, akkor n — oo esetén M™ akkor és csak
akkor tart nulldhoz, ha M minden sajatértékének az abszolit értéke 1-nél kisebb.

25. (*) Legyen V a valos fliggvények vektortere a pontonkénti miiveletekre, és r € R esetén D, €
Hom(V,V) az a transzformacio, melyre D, (f)(x) = f(z +r) — f(x). Igazoljuk, hogy D,D, = DsD,.
Mutassuk meg tovabba, hogy egy nm-edfoku polinom nem allithat6 els (legfeljebb) n darab periodikus
fliggvény Osszegeként.



