Bsc Linearis és absztrakt algebra gyakorlat
Elsd feladatsor

Elsadaskivonat, feladatsorok, kovetelmények:
https://zabradi.web.elte.hu/lin_abszt_alg_24t.html

Linedris és absztrakt algebra (intenziv)
Gyakorlati jegy. A két évfolyamzarthelyit legalabb 20 + 20 pontosra kell zabraciweb.elte.nu
megirni (minden feladat 10 pont, mindkét ZH-n 7 feladat lesz); ha ez nem sikertil, akkor a gyakorlatvezetd
engedélye esetén a félév végén javito zarthelyit lehet irni. A hézi feladatokbol szintén 20 pontot kell elérni
legalabb (mindegyik HF 5 pontos, minden héten lesz egy kételezGen beadando). A csillagos feladatokat
is be lehet adni, ezek is 5-5 pontot érnek, de a minimumfeltételbe nem szidmitanak bele. Részletek,
idépontok a fenti honlapon.

1. Igazoljuk az aldbbiakat.

(a) Ha egy vektorrendszerben szerepel a nullvektor, akkor az nem lehet fiiggetlen.
(b) {v} akkor és csak akkor fiiggetlen, ha v # 0. Mikor lesz fliggetlen {v, w}?
(¢) Ha {vy, va,vs} fiiggetlen, akkor {vy — 3vq, v9, v3} is fliggetlen.

Altalanositsuk a (3) allitast. Ismeriink-e hasonlét egy determinans oszlopairél?

2. Lineéarisan fiiggetlenek-e az alabbi vektorrendszerek?
(1) Az R feletti R[x] vektortérben {1, x, 2%}, {z,2z, 2% 23}, {1+, 1+22,1+3x}, {1+z,1+2% 2+
2%}
) Az R feletti C vektortérben tetszéleges harom komplex szam.
) A Q feletti R vektortérben {1g2,1g3,1g6}, illetve {lg2,1g3,1g5}. Altalanositsunk!
4) Az R feletti R[z] vektortérben véges sok paronként kiilonbozs foka polinom. Es végtelen sok?
5) Az R feletti R[x] vektortérben (x—a)(z—b), (x—0b)(z—c) és (x—a)(z—c), ahol a, b, ¢ € R paronként
kiilonbozsk.
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3. Elsall-e a v/3 az 1 és V2 szamok racionalis egylitthatos linearis kombinaciojaként? Linearisan
fiiggetlenek-e 1, \/5, V3 6s /6 a racionalis szamok teste f616tt? Altalanositsunk!

4. Tegyiik fel, hogy egy vektortér a, b, ¢, d vektoraira {a,b,d}, {a,c,d}, {b, c,d} mindegyike Gsszefiiggs,
de {a,b, c} fiiggetlen. Hatarozzuk meg d-t.

5. (Kotelezéen beadand6é HF) Mely n-ekre igaz a kovetkezd allitas: ha vy, ..., v, € R" linearisan
fiiggetlenek, akkor v +vg, Vo +vs3, ..., Up_1 +Up, v, +v1 is fiiggetlenek. Mi a helyzet més alaptest esetén?

6. Legyen V = C, K = R a szokasos miiveletekkel, és definialjuk a vektortérmiiveleteket az u ® v =
u+v—18é A®v =2 — A+ 1 képletekkel. Ellendrizziik, hogy vektorteret kaptunk. Hogyan lehetne
ezt gy megtenni, hogy nem szamoljuk végig a nyolc axiomat?

7. Tegyiik fol, hogy létezik az AB matrixszorzat. Mely allitasok igazak az alabbiak koziil?
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8. Legyen A € R™" tetszbleges adott matrix. Dontsiik el, melyek igazak az alabbi allitasok koziil (a
megfelel6 magassagu nullvektort 0 jeloli):

) AB oszlopvektorai az A oszlopvektorainak linearis kombinécioi.
) AB oszlopvektorai a B oszlopvektorainak linearis kombinécioi.

) AB sorvektorai a B sorvektorainak linearis kombinacioi.
) AB sorvektorai a B oszlopvektorainak linearis kombinacioi.

(1) Ha az A oszlopai linearisan 0sszefiiggnek, akkor az Az = 0 egyenletrendszernek van a 0-t6l kiilonb6z6
(azaz nem trividlis) megoldasa.

(2) Ha az A sorai linearisan Osszefiiggnek, akkor az Az = 0 egyenletrendszernek van nem trivialis
megoldasa.
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(3) Ha az A oszlopai linearisan 6sszefiiggnek, akkor az Ax = b egyenletrendszernek egynél t6bb megol-
dasa van.

(4) Ha az A oszlopai linearisan 6sszefliggnek, akkor az Az = b egyenletrendszernek nem lehet egyértelm
a megoldasa.

9. (*) (a) Legyen v € Z™ egy olyan egész szamokbol 4llo oszlopvektor, melynek elemei relativ primek.
Igazoljuk, hogy van olyan 1-determinénsu, egész szamokbdl all6 matrix, melynek v az elsé oszlopa.

(b) Legyen most n > 2 és v,w € Z". Adjunk (nemtrivialis) sziikséges és elégséges feltételt arra, hogy
létezzen 1-determinansi, egészekbdl allo matrix, melynek v és w az elsé két oszlopa.

10. Az alabbi allitasok koziil melyek igazak egy n-dimenziés V' vektortérben?

(1) Ha F flggetlen is és generatorrendszer is, akkor F' maximaélis fiiggetlen részhalmaz.
(2) Ha F maximalis fiiggetlen, akkor generatorrendszer.

(3) Ha G minimalis generatorrendszer, akkor fiiggetlen.

(4) Barmely két generatorrendszer egyenld elemszamu.

(5) Barmely két minimalis generatorrendszer egyenld elemszami.

(6) Ha F' elemszama n, és fiiggetlen, akkor generatorrendszer (bazis) is
(7) Ha G elemszama n, ¢és generatorrendszer, akkor fiiggetlen (bazis) is
(8) Béarmely n elemii részhalmaz generéatorrendszer.

11. Hatarozzuk meg az alabbi vektorterek dimenziojat.

(1) A komplex szamok vektortere R folott.

(2) A legfeljebb n-edfoku C {616tti polinomok R f6l6tt. Mi altalaban az Osszefiiggés egy vektortér R
és C folotti dimenzidja kozott?

(3) Azon legfeljebb n-edfoku Q f6l6tti polinomok Q {616tt, melyeknek 2 gyoke.

(4) Azon legfeljebb n-edfoku Q f6l6tti f polinomok Q 516tt, melyekre f(1) = f(2).

(5) A K™ (f6atlora) szimmetrikus matrixai a K test folott.

(6) Egy X halmaz péros elemszamu részhalmazai Fy {6l6tt.

12. (*) A szultan gondolt R'%'-ben egy bézist, amit Seherezadénak 1001 éjszaka alatt ki kell talalnia,

kiilonben kivégzik. Ejszakanként egy altala valasztott vektorrol megkérdezheti, hogy mik a koordinatai.

Eletben marad-e Seherezadé? Mi a helyzet akkor, ha mindig csak az elsé koordinatara kérdezhet ra, és

a kegyelem feltétele az els§ bazisvektor kitaldlasa?

13. Altér-e a W halmaz a V vektortérben az alabbi esetekben?

o V = K[z]a K test f6lott és W (1) a legfeljebb tizedfokuak és a zéruspolinom; (2) a legalabb tizedfokuak
és a zéruspolinom; (3) a paros foku polinomok és a zéruspolinom; (4) azok a polinomok, ahol minden
tag foka paros.

o V =R> az R folstt, W azok a matrixok, melyeknek (5) minden eleme racionalis; (6) determinansa
nulla; (7) van két azonos eleme; (8) az elsé sor elsé két eleme azonos; (9) az elemek Gsszege nulla; (10)
az elemek szorzata nulla; (11) az elemek Gsszege 3; (12) az elemek négyzetosszege 0.

(13) V a komplex szamok vektortere R illetve C f5l6tt, és W = {z | Re(z) = 0}.
(14) V a sik R {6lott, W pedig az els6 és harmadik siknegyed unioja. Adjuk meg ebben a vektortérben az
Osszes alteret.

14. Ha egy V vektortér vektoraira a ¢ (b,c), b ¢ (a,c) és ¢ € {a,b), akkor mi a ¢?

15. Mi az iires halmazt tartalmazo legsziikebb altér? Mutassuk meg, hogy egy 1 elemmel generalt
altérnek legfeljebb két altere lehet.

16. Mikor lesz egy R feletti vektortérnek véges sok altere? Mi a helyzet mas testek folott?
17. Igazoljuk, hogy minden vektortérben 0-v =X-0=0 és \(—v) = (=A\)v = —Av.
18. Legyen V vektortér a K test folott. Mikor lesz két altér unidja is altér?

19. (*) Hany k-dimenzios altere van az F), feletti n-dimenziés oszlopvektorok terének?



