A rang néhany aspektusa

A ranggal elGszor az egyenletrendszer megoldasa kapcsén talalkozunk: ez nem mas, mint a Gauk-
eliminacio utéan a vezéregyesek szama. Akkor még nem tudtuk megvalaszolni azt a fontos kérdést, hogy
ez miért joldefinidlt, azaz miért fliggetlen a Gauk-eliminacié modjatol. Most erre és ehhez kapcsolodd
kérdésekre latunk néhany bizonyitast.

1. Definicié. Legyen V' egy vektortér a K test folott. Eqy V-beli vy, ..., vy vektorrendszer rangja alatt
az dltaluk generdlt altér dimenzidjdt értjik: r(vi,...,v) = dimg{(vy,...,v:). Egy A € K™* mdtriz
oszloprangja (sorrangja) az oszlopvektorai (sorvektorai) dltal alkotott vektorrendszer rangja.

2. Megjegyzés. Mivel vy, ..., v, generdtorrendszer az dltaluk generdlt altérben, ezért vy, ..., vg-bol kivd-
laszthato (vy, ..., vy) eqy bdzisa. Tehdt r(vy,...,vx) megyezik a vy, ..., vy kozil kivdlaszthato linedrisan
fiiggetlen vektorok maximalis szdmdaval.

Annak bizonyitasa, hogy a métrix sorrangja és oszloprangja megegyezik, legtobbszor a determindns-
rangon keresztiil torténik. Egy A méatrix determinénsrangja r, ha van r X r-es nemnulla aldeterminansa
(minorja), de nincs (r + 1) x (r + 1)-es. Mivel egy négyzetes matrix determinénsa megyezik a transz-
ponaltjanak determindnsaval, A és AT determinansrangja megygezik. Tehat elegendd belatni, hogy A
oszloprangja megegyezik a determinansrangjaval, ahogy az a [1]-beli 3.4.2. Tételben torténik. A bizonyi-
téds Gauf-eliminacioval torténik: azt kell ellendrizni, hogy a Gaufs-eliminécié soran sem az oszloprang,
sem a determindnsrang nem valtozik. Ennek ellenérzése nem nehéz, de szamolds, tovabba a deter-
minansrang esetében tobb esetet kell elkiiloniteniink aszerint, hogy amikor az egyik sornak A-szorosat
hozzaadjuk a masikhoz, akkor a két sor szerepel-e az r X r-es nemnulla aldeterminansban.

A témaval altalaban az el6adas- és vizsgaanyagok [2] koziil a masodik és hatodik dia foglalkozik. A
hatodik el6adasdia 5-6. oldalan van egy masik, révid bizonyités is a sor- és oszloprang egyenlgségére (a
determinansrangot nem hasznélva). Egy harmadik, kicsit absztraktabb targyalasmod a kovetkezd.

3. Lemma. Egy A € K™* mdtriz oszloprangja megeqyezik az A-val vald szorzds, mint

oa: K¥ — K"
v — Av

linedris leképezés képterének dimenzidjdval.

Bizonyitds. A o4 képtere nem mas, mint K™-ben az A oszlopai altal generalt altér, hiszen A oszlopai a
(szokasos) bazisvektorok képei ¢ 4-néal. Ezen altér dimenzidja definici6 szerint A oszloprangja. O

4. Kovetkezmény. Ha r(A) jelili A € K™ oszloprangjdt, akkor r(A) < min(n, k).

Bizonyitds. Tm(p,) egy altér K™-ben, ezért dimenzidja legfeljebb n. Masrészt dim Ker(¢4)+dim Im(p,4) =
dim K* = k, igy r(A) = dimIm(p,) < k. O

5. Lemma. A oszloprangja nem vdltozik (se a sorokon, se az oszlopokon elvégzett) Gauf-elimindcids
lépések sordn.

Bizonyitds. A sortranszformacios Gaufs-eliminacios lépések megkaphatok alkalmas (invertalhato) méat-
rixszal val6 balszorzassal: pl. a (I + AE;;)A matrix i-edik sorat ugy kapjuk, hogy A i-edik sordhoz a
j-edik sor A-szorosat adjuk, minden mas sora pedig ugyanaz, mint A megfelel§ sora (itt [ az n X n-
es egységmatrix, E;; pedig az az n X n-es matrix, melynek i-edik soranak j-edik eleme 1, a tébbi 0).
Hasonloképp az oszloptranszforméciok alkalmas (k x k-as, invertalhato) méatrixszal valo jobbszorzasnak
felelnek meg. Tehat a Gauk-eliminacié utdn kapott matrix BAJ alaki, ahol B € K™ és J € KF*k
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mindkettd invertalhatd. Specidlisan a szorzathoz tartozo linearis leképezés ¢pas = pp o wa o @, ahol
wp és @y bijektiv, igy

BAJ oszloprangja = dim Im(¢pas) = dimIm(p4) = A oszloprangja.
O

6. Megjegyzés. Attérve a transzpondlt mdtrizra az is vildgos, hogy a sorrang sem vdltozik a Gaufs-
elimindcio sordn.

7. Tétel. Az A € K™F mdtriz sorrangja, oszloprangja, és determindnsrangja megeqyezik, ez a Gauf-
elimindcioval elddllitott (redukdlt) lépcsds alakban a vezéregyesek szama. Specidlisan a rang kiszamithato
(sorokon és oszlopokon akdr vegyesen elvégzett) Gauf-elimindcidval.

Bizonyitds. Elészor belatjuk, hogy mind a sorrang, mind az oszloprang megegyezik a Gauk-eliminacidval
el6allitott (redukalt) lépesds alakban a vezéregyesek szamaval. A 5] Lemma szerint a Gauk-eliminacio
soran sem a sor- sem az oszloprang nem véaltozik, tehat csak azt kell ellenérizniink, hogy redukalt 1épcsés
alakban levé matrix oszloprangja (ill. sorrangja) megegyezik a vezéregyesek szamaval. Ha egy matrix
redukalt 1épcs6s alakban van, akkor azok az oszlopok, melyekben van vezéregyes nyilvan linedrisan
fiiggetlenek (hiszen ezek a szokasos bazisvektorok), a tobbi pedig elGall ezek linearis kombinéciojaként.

Tehat azt mar lattuk, hogy a sorrang és az oszloprang megegyezik (jel.: 7(A)), hatravan annak
igazolasa, hogy a determinansrang is ennyi. El&szor vegyiik észre, hogy nincs A-ban (r(A) + 1) x
(r(A)+1)-es nemnulla aldeterminans: ha lenne, akkor ennek a részmatrixnak a sorai (oszlopai) linearisan
fiiggetlenek lennének, tehéat ennek megfelels sorok A-ban is linearisan fiiggetlenek. Ugyanakkor van r(A)
darab linearisan fiiggetlen sor A-ban, a tobbi sort elhagyva a kapott méatrix sorrangja tovabbra is r(A),
igy oszloprangja is ennyi. Tehat kivalaszthato r(A) darab oszlop ebben a sorelhagyés utani méatrixban,
melyek linearisan fiiggetlenek. Ez egy r(A) x r(A) méretd négyzetes matrix, mely a Cramer-szabaly
szerint invertalhato, azaz determinansa nem 0. O]

A fenti (és minden mas Gauf-eliminaciot hasznalo) targyalasmod elénye, hogy algoritmust is ad
a rang kiszamitasara. Az absztraktabb, kevésbé algoritmikus modszerek kedvelGinek ime egy mésik
bizonyitas:

A7 Tétel 2. bizonyitdsa. Csak arra adunk 1 bizonyitast, hogy az oszloprang megegyezik a sorrang-
gal. LegelGszor a transzponélt matrixhoz tartozo linearis leképezésnek adunk értelmet. A dualis bazis
fogalméra a bilinearis fiiggvények témakorében is sziikségiink lesz.

8. Lemma. Legyen V egy végesdimenzios vektortér a K test folott, melyben by, ..., by bdzis. Tekintsiik
a V* = Homg(V, K) dudlis tér kovetkezd elemeit:

. 1 hai=j
0 hai#j.
Ekkor by,...,b; a V* egy bdzisdt alkotjdak. Ezt nevezziik a by, ..., by bdzis dualis bazisanak.

Bizonyitds. Mivel dimV* = dimV = k, ezért elég belatnunk, hogy b7,...,b; linedrisan fiiggetlen.
Tegytik fel, hogy a;bi+- - -+ayb}, azonosan 0. Ekkor 0 = (abj+- - -+ab;) (b)) = a1 bi(b;)+- - -+axbji(b;) =
«o; minden 1 <7 < k-ra. O

Legyen p: V — W egy linearis leképezés a K test {616tti végesdimenzios vektorterek kozott (dim V' =:
k, dim W =: n). Ekkor ¢ indukal egy linearis leképezést a dudlis terek kozott az ellenkezd irdnyban: a
©*: W* — V* leképezés egy f: W — K linearis fiiggvényt az fop: V5 W ENY kompozicioba kiildi,
azaz ©*(f) := f o ¢. Kénnyt szamolas mutatja, hogy ¢* egy lineéris leképezés a dudlis terek kozott.
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9. Lemma. Ha ¢ mdtriza az (e,b) bdzispdrban A, akkor ¢* mdtriza a dudlis (b*,e*) bdzisparban AT

Bizonyitds. Azt kell megnézni, hogy mi ¢*(ef) = e} o ¢ koordinatavektora a b, ..., b; béazisban (1 <
i <n). Ha A = ((a;;)) € K™*, az azt jelenti, hogy ¢(b;) = >_i, a;je; minden 1 < j < k-ra. Ekkor
e o p(by) = €; (3o, arjey) = ai;. Tehat

k
o (ef) = Zaijb; ;
j=1
hiszen a by, ..., b, bazisvektorokon a két fenti linearis leképezés ugyanazt az értéket veszi fel. Igy azt
kaptuk, hogy [¢*]p: o~ = AT. O

A[7 Tétel igazolasahoz tehat azt kell belatnunk, hogy dim Im(¢) = dim Im(y*). Ehhez azt vizsgaljuk
meg, hogy mi ¢* magja. Ha f € W* egy linearis fiiggvény W-n, akkor definici6 szerint ¢*(f) = f o .
Ez pontosan akkor azonosan 0 a V' vektortéren, ha Im(yp) < Ker(f) (Isd. 3. feladatsor 15. feladat),
azaz ha f elttinik Im(p)-n. Tehat ha Im(yp) egy €!, ..., el bazisat kiegészitjik e}, ..., e, vektorokkal

W egy bazisava, akkor f € Ker(¢*) azonosan 0 az €f,...,e. vektorokon, de tetsz6legesen eldirhato
€ri1s---,enp-en. Tehat dim Ker(¢*) =n —r, azaz dimIm(¢*) =n — (n —r) = r = dimIm(yp). O

10. Megjegyzés. Azok szdmdra, akik ismerik a faktortér fogalmdt: Valdjaban azt ldttuk be, hogy
Ker(¢*) = (W/Im(yp))*, tehdt a bizonyitds végén nincs sziikség bdzis vdlasztdsdra.
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