Ertékelések, telités és a p-adikus szamok teste

1. Definici6. Legyen K egy test. Egy |- |: K — R=% fiigguényt (multiplikativ) értékelésnek
(vagy abszolitértéknek) nevezink, ha

(1) || =0 <= z=0;
(2) [zyl = [xllyl;
(3) |z +y| < |z|+ |y| (ez az uin. hdromszigegyenldtienség).

Az | - | értékelés indukal egy d(z,y) := |r — y| metrikit K-n. Igy K egy metrikus tér
(specidlisan van rajta egy topologia).

2. Példa. A trivialis abszolutérték: |x| =1 ha x # 0 és |0] = 0.

3. Lemma. Tetszdleges |- | értékelésre |[1| =|—1| =1, és |1/x| = 1/|z| (x #0).

Bizonyitds. |1| =|1-1] = [1]-|1], ahol [1]| # 0. Tovabba 1 = |(—1)?| = | — 1|?, ahol | — 1] > 0.
Végil 1 = |z - 1/x| = |z||1/x|. O
4. Definicio. |- |1 és | - |o értékelések a K testen ekvivalensek, ha ugyanazt a topoldgidt
indukdlyak.

5. Allitas. |- |, és |- |y akkor és csak akkor ekvivalens, ha létezik olyan s > 0 walds szdm,

melyre |z|; = |z|5 minden x € K-ra.

Bizonyitds. Az < irany trivialis. A masik irdnyhoz vegyiik észre, hogy |z|; < 1 akkor és
csak akkor teljesiil, ha x hatvanyai nullahoz tartanak az | - |; értékelésben (i = 1,2). Tehat
ha |- |3 és |- |2 ugyanazt a topologiat indukalja, akkor |z|; < 1 akkor és csak akkor, ha
|z]o < 1. Ezt 2 helyett a/b-re és b/a-ra is alkalmazva a [3] Lemma segitségével azt kapjuk,
hogy |aly < [bly < lala < |bl2 (a,b € K). Specidlisan ha | - |y és | - |2 kozil az egyik
trivialis, akkor a maésik is, ezért feltehetjiik, hogy létezik y € K, melyre |y|; > 1. Ekkor

lyla > 1, ezért vélaszthatjuk az s > 0 valés szamot tgy, hogy |yl1 = |y|3. Tetsz6leges
0 # x € K-ra van olyan a = «(z) € R, melyre |z|; = |y|{. Vegyiik racionalis szamoknak

egy szigortian monoton csékkend (74 );en (m;,n; € Z, n; # 0) sorozatat, melynek hatarértéke

m;/ng m;/ng

a. Ekkor |z|; = |y|f < |yl{"", azaz |x™|; < |y™i|1, igy |2 ]2 < |y™ie, azaz |z|2 < |yly
i-vel végtelenhez tartva azt kapjuk, hogy |z|]s < |y|§. Masrészt ha a-t alulrél kozelitjitk
racionalisakkal, akkor |x|s > |y|$ hasonloképp adodik, tehat |x|; = |y|¢ = |y|5* = |=|5 teljesiil
minden 0 # z € K-ra (és persze x = O-ra is). O

6. Definicio. Azt mondjuk, hogy az |-| értékelés nemarkhimédeszi, ha a {|n-1|: n € Z} CR
halmaz korldtos, illetve arkhimédeszi ha ez a halmaz nem korldtos (v.é.: arkhimédeszi axioma,
mely szerint minden valdsndl van nagyobb egész).

7. Megjegyzés. Mondhattuk volna azt is, hogy ha o f: Z — K, f(1) = 1 gydrihomomor-
fizmus képe korlatos K-ban, akkor a |- | nemarkhimédeszi. Viszont ehhez definidlnunk kellett
volna a korldtossagot K részhalmazaira.

8. Példa. 1. A trividlis értékelés nemarkhimédeszi.



2. A szokdsos (a mostani jegyzetben | - |-nel jeldlt) abszolutérték R-en (vagy C-n vagy
ezeknek eqy résztestén) arkhimédeszi.

—n

3. Legyen p egy primszam. Vegyiik Q-n az |-|, tin. p-adikus értékelést, melyre |$p"|, = p™",
ahol p { a,b € Z, és |0, = 0. Ez nemarkhimédeszi, hiszen ha $p" € Z, akkor n > 0,
azaz |3p"|, = p™" < 1.

9. Gyakorlat. Igazoljuk, hogy a fent definidlt p-adikus értékelés Q-n wvaloban teljesiti az
(1) — (3) aziomdkat.

10. Allitas. A |- | értékelés akkor és csak akkor nemarkhimédeszi, ha teljesiil az n. ultra-
metrikus egyenldtlenség, mely szerint

(3) |z +y| < max(lz], [y]).

S6t, ha | - | nemarkhimédeszi, akkor {|n - 1|,n € Z} nemcsak korldtos, hanem |n - 1] < 1.
Bizonyitds. Ha teljesiil az ultrametrikus egyenlétlenség, akkor nyilvan |n - 1] < [1] = 1.

Masrészt ha k > 0 egész, |x| > |y| és |n - 1| < C valamilyen 0 < C' € R-re, akkor

k

k
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A fenti egyenletbdl k-adik gyokot vonva és k-val tartva a végtelenbe adodik az allitas. O]

11. Tétel (Ostrowski). A raciondlis szimok Q testén ekvivalencia erejéig csak a trividlis, a
valds | - oo €s a p-adikus | - |, értékelések vannak (ahol p € N végigfut a primszamokon).

Bizonyitds. Hogy 0ssze ne keverjiik | - |,-vel, hasznaljuk inkabb a || - || jelolést az értékelésre
ebben a bizonyitéasban. Tehat vegyiink egy || - ||: Q — R=Y értékelést.
1. eset: || - || nemarkhimédeszi. Ha minden p primszamra ||p|| = 1, akkor az értékelés

trivialis (negativokra lasd [3] Lemma). Tehat feltehetjiik, hogy van olyan p prim, melyre
IIpll < 1. Vegyiik észre, hogy ekkor az A := {a € Z: ||a|| < 1} egy ideal Z-ben, hiszen zart
az Osszeadasra a (3') ultrametrikus egyenlStlenség miatt, és (2) miatt a kiilsé elemmel valo
szorzésra is, hiszen a . Allitas szerint ||n|| < 1, ha n € Z. Node p € A, ugyanakkor 1 ¢ A,
ezért A = (p), hiszen (p) egy maximaélis ideal Z-ben. Ez viszont azt jelenti, hogy p 1 a,b € Z

esetén |[af| = [|bl]] = 1, azaz [|§p"[| = [[p|" = |5p"];, ahol s :=log, , [|p]|-
2. eset: || - || arkhlmedesm Legyen 1 < m,n € Z tetszbleges.
12. Lemma. Ekkor ||m|'/°e™ = ||n|['/1°8™, ahol log a természetes alapi logaritmust jeléli

(valdjaban mindegy, hogy melyik).

Bizonyitds. Irjuk fel m-et n-es szamrendszerben, azaz m = Yoigant, ahol 0 < a; < n
(0 <i<r). Ekkor n" < m, azaz r < llf)gg’:, tovabba ||a;]| < a;||1]] = a; < n. Igy
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Vegyiik észre, hogy ha ||n|| < 1, akkor ||m|| < nr < 26 [tébbit m helyett m*-ra alkalmaz-

log
va és k-adik gyokot vonva ||m|| < §/ % adodik, ami k — oo-vel m-t6l fliggetlen korlatot

ad ||m|-re. Ez pedig ellentmond annak, hogy || - || arkhimédeszi. Tehat ||n| > 1, és (1) miatt

logm
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Ebben m helyére m*-t irva, k-adik gyokot vonva és k-val tartva a végtelenbe azt kapjuk, hogy
lm|| < ||n|/lee™/ e Az &llitds m és n szerepének felcserélésével adodik. O

Legyen s := l‘iig}# valamilyen 1 < n € Z-re. A fenti Lemma szerint s nem fiigg n
valasztasatol, és pozitiv. Igy ||m| = e*¢™ = m* = |m|?, minden 1 < m € Z-re, s6t, a .

Lemma miatt m < 1-re is, tehat hanyadost képezve minden racionélis m-re is. O

13. Definicid. Azt mondjuk, hogy a K test teljes a |-
sorozat konvergens.

értékelésre nézve, ha minden Cauchy-

14. Példa. R és C teljes a |- | €rtékelésre nézve, Q viszont csak a trividlis értékelésre nézve
teljes, hiszen ebben minden Cauchy sorozat valamilyen indextdl kezdve konstans.

A tovabbiakban azt mutatjuk meg, hogy lehet egy tetszéleges értékelt testet bedgyazni egy
teljes testbe. Legyen K tehat egy test, melyen értelmezve van egy | - | értékelés. Definialjuk

R:={(ay), € K": Ve > 03N € N, melyre |a, — ap| < € ham,n > N}-et

mint a K-beli Cauchy-sorozatok gytrtjét. Ez valoban gytiri a koordinatankénti miveletekre,
hiszen Cauchy-sorozatok Osszege, kiilonbsége és szorzata is Cauchy. Vegyiik észre, hogy K
diagonalisan bedgyazodik R-be, azaz van egy ¢: K — R injektiv gytirithomomorfizmus, melyet
a t(c) := (c), képlet definial, azaz egy ¢ € K elem esetén «(c) a konstans ¢ sorozat. Legyen
Iy azon sorozatok halmaza, amik véges sok tagtol eltekintve azonosan 0-k. Ekkor Iy <1 R egy
ideal. Jeloljul R/Iy =: Rp-lal a faktorgytriit. Rg-ra gondolhatunk tugy is, mint a Cauchy-
sorozatok ekvivalencia-osztalyainak gytrtjére, ahol két Cauchy-sorozat ekvivalens, ha véges
sok tagtol eltekintve megegyeznek.

15. Allitas. Ry lokdlis gyird, melyben a maximdlis idedlt a nullasorozatok alkotjdk.

Bizonyitds. Jeloljik M-mel azt a részhalmazat R-nek, melynek elemei a nullasorozatok (azaz
a 0-hoz konvergal6 sorozatok). M nyilvan zart a kivonasra és az R-beli elemmel valo szorzésra,
tehat M < R. S6t, nyilvan Iy C M. Masrészt ha (a,), egy Cauchy-sorozat, melynek tagjai
nem tartanak a 0-hoz, akkor (1/a,),>n is egy Cauchy-sorozat elég nagy N-re (hiszen ha N
elég nagy, akkor N < n esetén a, # 0), tehat (a,), invertalhaté Ry-ban. Igy M valéban
maximalis ideal. [

16. Definicio. Legyen K test egy | - | értékeléssel. Ekkor (K, |- |) telitettje definicio szerint
a K :=R/M test.

17. Megjegyzés. K waldban test, hiszen R-et eqy maximadlis idedllal faktorizaltuk.



Vegyiik észre, hogy a ¢ beadgyazas kompozicidja az R — K= R/M faktorleképezéssel még
mindig injektiv: ha 0 # ¢ € K, akkor a konstans ¢ sorozat nem tart nullahoz, azaz nincs benne
M-ben. Tehat innentél K-t ugy tekintjiik, mint K egy résztestét. Be kell még latnunk, hogy
K valéban egy telitett, azaz teljes. Ehhez legelGszor ki kell terjesztentink az |-| értékelést K-rol
K-ra. Mivel |ap,| < |ap| 4 |am — an| < |an| +¢, han,m > N = N(e) elég nagy, ezért ha (a,),
Cauchy-sorozat K-ban, akkor |a,| is Cauchy, tehat konvergens R-ben. Igy értelmezhetjiik egy
(a,), Cauchy-sorozat értékelését az |(ay,)n| := lim, o |ay| limesszel. Nyilvan ha (a,), és (by),
kiilonbsége nullasorozat — azaz (ay), és (by), M-szerinti mellékosztalya megegyezik —, akkor
|(an)n| = |(by)n|. Tovabba a konstans ¢ sorozat értékelése nyilvan megegyezik ¢ értékelésével.
Ily modon kiterjesztettiik | - |-et K-ra. Egyszerd szamolas mutatja, hogy | - |-ra teljesiilnek
K-on is az (1) — (3) axiomak.

18. Allitas. K teljes a kiterjesztett | - | értékelésre nézve.

Bizonyitds. Be kell latnunk, hogy Cauchy-sorozatok ekvivalenciaosztalyainak egy Cauchy-
sorozata konvergal egy Cauchy-sorozat ekvivalenciaosztalydhoz. Ha ¢ € N, akkor jeldlje az
1-edik Cauchy-sorozat n-edik elemét a'?. Az, hogy a Cauchy-sorozataink sorozata Cauchy,
azt jelenti, hogy minden & > O-ra létezik olyan nagy N(¢) € N, hogy ha i,j > N(g), akkor
van olyan M (i, j,e) € N, melyre \a,(f;b) —a%)] < e, ham > M(i, j,e). Tovabba minden rogzitett
i € N-re az (ag))n sorozat is Cauchy, igy minden i-re van olyan n; € N, melyre |a£f3 — aﬁ,?| <
1/2, ha m > n;. Belatjuk, hogy az (ag))l sorozat Cauchy, és ennek ekvivalenciosztélya lesz a
hatarérték. Rogzitett € > 0-hoz legyen 7,5 > N(g/3) olyan, hogy 1/2,1/27 < £/3. Tehat ha
m > M(i, j,/3), akkor |a%) — a$))| < €/3. Igy

@) _ 40 = |(g® _ 40 (@) _ 40) ) _ 40) - Bl
la,) — a;))| = |(a ay)) + (a a))) + (a anj)|§2z.—|—£/3+2.<6,

n n; m j

azaz az (aﬁff)i sorozat Cauchy. Az, hogy ez a hatarérték, vilagos, hiszen minden £ > 0 létezik

olyan N € N, hogy i > N esetén az i-edik sorozat (ag))n mar e-nyira kozel van ehhez, azaz

o’ — a'| < ¢ minden elég nagy n-re. O
19. Megjegyzés. A K telitettnek meguan a kovetkezd univerzailis tulajdonsdga: Ha van eqy
K — L értékeléstarto testhomomorfizmus egy teljes L testbe, akkor az kiterjed értékeléstartoan
K-rol K-ra, sit a kiterjesztés egyértelmd.

20. Definicid. A p-adikus szamok Q, teste legyen Q telaitettje a p-adikus |- |, normdra nézve.

A p-adikus szamok testének fenti definicioja Kiirschak Jozseftsl szarmazik, természetessé-
gét Ostrowski tétele is mutatja. Ennek a definiciénak az is az elénye, hogy viszonylag kénnyen
altalanosithato Q helyett mas testekre, s6t akar integritasi tartomanyokra. Utobbi a nemar-
khimédeszi analitikus geometridnak a kiindulépontja, melyben egy R integritasi tartomany
analitikus spektruma az Osszes rajta értelmezett abszolutérték halmaza — ezen a halmazon
természetes modon lehet definidlni topologiat is.

Viszont Cauchy-sorozatok ekvivalenciaosztalyaival nehéz szamolni, ezért hasznos a p-
adikus szamoknak az alabbi, p-adikus sorfejtése.

21. Definicié. Ha (K, |-|) egy — nem feltétleniil teljes — nemarkhimédeszien értékelt test, akkor
legyen Ok = {a € K: |a] < 1} az egészek gytrije K-ban. Az ultrametrikus egyenldtlenség
miatt ez valoban részqyiri.



22. Gyakorlat. Az Ok gyird egy lokdlis gyirid, azaz egyetlen maximdlis idedlja van. A
mazimdlis idedljoa Mg = {a € K: |a] < 1}. Az Op/ Mk testet a maradéktestnek (vagy a
maradékosztilyok testének) nevezik.

23. Definicié. A p-adikus egészek Z, gyirije az egészek Og, gyirije a p-adikus szamok Q,
testében.

24. Lemma. A |-|, értékelés értékkészlete Q,-n ugyanaz, mint Q-n, azaz {0} U p”* C R.

Bizonyitds. Definici6 szerint |Q| = {0} U p?. Ez a halmaz zart R-ben, s6t, egyetlen torlodasi
pontja a 0. Viszont az értékelés nyilvanvaléan folytonos az altala definialt topologiaban, és
Q C Q, stirt, ezért |Q,| = {0} U p”. ]

25. Megjegyzés. A fenti bizonyitds azt is mutatja, hogy ha (a,), egy Cauchy-sorozat (a, €
Q, n € N) a p-adikus értékelésben, és (an), nem nullasorozat, akkor (|a,|), sorozat véges sok
tagtol eltekintve konstans, hiszen 0-n kiviil nincs mds torldddsi pontja {0} U pZ-nek.

26. Allitas. Z,-ben a mazimdlis idedl pZ,, és a faktorgyiri Z,/pZ, = Z./]pZ = TF,.

Bizonyitds. Vegylink egy = elemet Z,-ben, mely az (a,/by,), Cauchy-sorozat ekvivalenciaosz-
talya, ahol a,,b, € Z, b, # 0 és (an,b,) = 1. Ha n elég nagy, akkor |a,/b,|, < 1, azaz p t b,.
Masrészt mivel a sorozat Cauchy, van olyan N € N, hogy n,m > N-re |a, /by, —ay, /bin|, < p~*,
azaz G, /by, = /by, (mod p). Rendeljiik hozza x-hez az a,, /b, (mod p) € F, értéket. Ez egy
sziirjektiv Z, — F, gytrthomomorfizmus, melynek magja pZ,. Tehat pZ, maximélis ideél
Zy-ben (hiszen a faktorgytri test), ezért a . Gyakorlat szerint ez az egyetlen maximalis
idedal. O]

27. Tétel. Q, minden eleme egyértelmiien irhaté x = %~ x,p" konvergens hatvdnysor

alakban, ahol x,, € {0,1,....,p—1} (N <n € Z). Tovibbi ha x_x # 0, akkor |z|, = p~.

Bizonyitds. Ha x = 0, akkor legyen ,, = 0 minden n € Z-re. Ha  # 0, akkor a[24] Lemma
miatt |z| = p" valamilyen N € N-re. Sziikség esetén z-et megszorozva p™-nel feltehetjiik,
hogy N = 0. A. Allitas miatt van olyan 2o € {1,...,p—1}, melyre x —x¢ € pZ,. Ugyanezt
x helyett (z—x¢)/p-re elmondva van olyan z; € {0,...,p—1}, melyre (x—x¢)/p—x1 € pZ,, és
igy tovabb. Vegyiik észre, hogy a(z a priori formalis) >~ x,p" sor konvergens, hiszen tagjai
tartanak a 0-hoz a ||, értékelésben. S6t, p"*' | o —SF_ w,p”, azaz |z =S _ zap™, < pFY,
azaz a hatarérték épp x. O



