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1. fejezet

Bevezetés

Ez a jegyzet a 2014 tavaszi félévben tartott Algebrai Szamelmélet c. ELTE Matematikus
MSec kurzus alapjan késziil, és folyamatosan frissiil. Az esetleges hibakat /elirasokat szivesen
veszem emailben a zger@cs.elte.hu email-cimre. Koszonom Csige Tamésnak, Ta The Anh-
nak, Hoksza Zsoltnak és Seress Danielnek a segitséget az elirdsok megtalaldsdban.

1.1. Miré6l szdl az algebrai szamelmélet 7 — Régen és most

Az algebrai szamelmélet eredete a diofantikus egyenletek megoldésara tett kisérletekre ve-
zethets vissza. Diofantosz az i.sz.i 3. szazadi alexandriai matematikus volt, aki egészegyiittha-
tos tobbvaltozos polinomegyenleteket vizsgélt, és megoldasi modszereket dolgozott ki réajuk.
F6 mitive, az Arithmetica sajnos nem maradt fenn teljes egészében. Ennek a konyvnek a mar-
gbjara irta a francia matematikus Pierre de Fermat 1637-ben, hogy n > 2 esetén az

egyenletnek nincs nemtrivialis (azaz olyan, amikor xyz # 0 megoldasa az egész szamok koré-
ben. Ma méar azt gondoljuk, hogy Fermat &llitélagos bizonyitasa — ami nem fért oda a margora
— jo eséllyel hibas volt. Egy lehetséges magyarazat, hogy bizonyitéas nélkiil felhasznalta a szdm-
elmélet alaptételét az ag+ ar(p+-- -+ ap_QC;,’_z alaki szamok korében, ahol ay, ..., a,_2 € Z,
(p pedig egy rogzitett primitiv p-edik egységgyok valamely p primszémra. Abban az esetben,
ha a szamelmélet alaptétele valoban teljesiil ezen szamok korében, vagy ennél gyengébb fel-
tevéssel, ha p nem osztja az osztalyszamot (azaz p egy un. reguldris prim), akkor létezik egy
viszonylag elemi bizonyitas a Fermat—sejtésre (Ernst Kummer tétele 1850 koriil, 1sd. .
fejezet), de a szomort igazsag az, hogy nem minden p prim regularis. S6t, maig megoldatlan
probléma, hogy létezik-e végtelen sok regularis prim (azt tudjuk, hogy létezik végtelen sok
irrequldris), bar numerikus szamitésok azt mutatjék, hogy a primek e~'/? része (azaz kb.
60,65%-a) regularis — ez Siegel sejtése.

Amint a fenti példa is mutatja, fontos kérdés, hogy mely ,szamok” korében igaz a szam-
elmélet alaptétele, azaz mikor egyértelmii az elemek primfelbontasa. A német matematikus,
Carl Friedrich Gauf$ (ajra)felismerte ennek fontossagat, és igazolta a szamelmélet alaptételét
az un. Gauk-egészek (a + bi alaka szamok, a,b € Z) korében. Trlzas nélkil allithatjuk, hogy
a 19. szazad elején forradalmasitotta az algebrai szamelmélet (a matematika mas teriileteivel
egyetemben): jopar modern elmélet csirdja megjelenik mar nala — mint pl. az L-fliggvények
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bevezetése vagy az elliptikus gorbék komplex szorzasa. Gaufnevéhez fiiz6dik a kvadratikus
reciprocitasi tétel bizonyitasa is, amit akar a Langlands program el6futaranak is nevezhetiink.

A kovetkez6 mérfoldks Peter Gustav Lejeune Dirichlet munkéja volt, aki — modern termi-
nologiaval élve — az elsé ,osztalyszamformulat” bizonyitotta kvadratikus formékra 1838-ban.
Nevéhez ftiz6dik a Dirichlet-féle egységtétel is (Isd. [3.6.3] fejezet). Richard Dedekind neve-
hez fiz6dik az ideal fogalmanak megalkotasa (1879), ami alapvets fontossagunak bizonyult a
kés6bbiekben a gytrtelmélet kialakuldsaban és fejlédésében. Az idealokra vonatkozd egyér-
telmi primfaktorizacio egy gyengitése a szamelmélet alaptételének, mely teljesiil a racionalis
szamok tetszéleges véges bévitésében levs algebrai egészek gytirijében, és ezaltal a mai napig
alapvetd fontossagu az algebrai szamtestek modern elméletében.

David Hilbert a matematika sok més teriiletével egyiitt az algebrai szamelméletet is moder-
nizalta a 20. szazad elején. Nevéhez fliz6dik szamos sejtés osztdalytest-elméletben, melyek nagy
részét késébb Teiji Takagi, illetve Emil Artin bizonyitottak a 20-as, 30-as években. A modu-
laris formak elméletének kidolgozasaban is jelentés volt a szerepe. Az Artin-féle reciprocitasi
tétel fontos mérfoldks volt a Langlands program kialakulédsaban.

A modern idékben tobb részteriilet is fejlédott egymaéassal parhuzamosan, ezekre kiilon
kitériink réviden. Persze ezek is szorosan Osszekapcsolodnak egymaéssal.

1.1.1. Diofantikus approximéacio, transzcendenciaelmélet

Az alapvetd kérdés, hogy egyes irracionalis valos szamok mennyire kozelitheték racionéli-
sakkal. Dirichlet approximacios tétele szerint tetszéleges « irracionalis szamhoz végtelen sok
olyan g € Q racionélis szam létezik, melyre |o — §| < q%. Ezt javitotta meg Emile Borel
1903-ban, belatva, hogy a jobb oldalra az erGsebb f%qQ becslés is irhato.

Megforditva, egyes irracionélis szdmok, nevezetesen az algebrai szamok nem kozelitheték
tul jol racionalisakkal. Ebben az irdnyban az els6 eredmény Joseph Liouville nevéhez fliz6dik
az 1840-es évekbdl, mely szerint ha o gydke egy legfeljebb n-edfokti racionélis egyiitthatos

polinomnak, akkor van olyan (a-tél figgs) ¢ > 0 konstans, melyre |a — §| > & tetszGleges

p és q¢ # 0 egész szamokra. Specidlisan a )~ 10~™ szam nem lehet algebrai, hiszen tul
jol lehet kozeliteni racionalisakkal. Ennek messzemend tovabbfejlesztése a Thue-Siegel-Roth
tétel, mely szerint #—os also becslés is igaz (ahol € > 0 tetszSleges és a ¢ méar nemesak a-tol,
hanem e-t6l is fiigg).

Kapcsolodo fejezet az an. transzcendencia-elmélet, melynek segitségével kiilonbo6z valos
szamok transzcendencidjat lehet igazolni. Az elsé hatalmas attorés a Gelfond—Schneider tétel,
mely Hilbert 7. problémajara ad pozitiv valaszt: ha a és b algebrai szamok tugy, hogy a # 0,1
és b irracionalis, akkor a® barmely értéke transzcendens. Ennek messzemend éaltaldnositasa
Alan Baker tétele, amiért Baker 1970-ben Fields-érmet kapott. A Fileds-érem odaitélésé-
nek f6 oka az volt, hogy Baker tétele effektiv megoldési modszert adott bizonyos diofantikus
egyenletekre, és annak igazolasara, hogy egyes egyenleteknek nincs egész megoldasa. Bizonyos
egyenletek esetében Baker modszere ad egy explicite kiszamolhat6 konstanst, aminél nagyobb
abszolutértékd megoldasa nem lehet az adott egyenletnek. Ez abban az id6ben hatalmas atto-
résnek szamitott. Az explicit konstans ugyan altalaban annyira nagy, hogy az 6sszes megoldas
meghatarozasa kozvetlenil még szamitogép segitségével sem lehetséges, de mas modszerek —
mint pl. a Lenstra—Lenstra—Lovasz algoritmus — kombinalasaval mér ez is lehetséges bizonyos
esetekben. Ime a tétel (effektiv formaban):



1.1.1. Tétel (Baker). Legyenek A1, ..., A\, olyan komplex szdmok, melyekre e’ algebrai min-
den 7 = 1,...,n-re, és teqyiik fel, hogy A1, ..., \, linedrisan figgetlen Q felett. Tovabbd ha
Bo, ..., Bn nem mind 0 algebrai szdmok, akkor

|60+51)\1++5n)\n‘ >Hicu

ahol H a -k magassaganak mazimuma (egy konstans, ami csak a 5-ktdl fiigg), és C' egy effek-
tiven kiszdmolhato szam, ami n-tdl, a \-ktol, és a -k fokdnak maximumadtol fiigg. Specidlisan
ez a szam nem lehet 0, azaz a M-k €s az 1 nemcsak a raciondlisak felett linedrisan filiggetlenek,
hanem az algebrai szamok felett is.

Ennek kovetkezménye, hogy az ay' ...a’r alaki szamok mind transzcendensek, ha a b;-k

mind algebrai, de irracionalis szamok, melyekre 1,bq,...,b, linearisan fiiggetlen Q felett, az
a;-k pedig 0-t6l és 1-t6] kiilonboz6 algebrai szamok (i = 1,...,n).

b1
1 .

1.1.2. Aritmetikai algebrai geometria

Az aritmetikai algebrai geometria egy 6nmagaban is szerteagazo része az algebrai szamel-
méletnek. A klasszikus algebrai geometridban polinomegyenletek nullhelyeit (az un. algebrai
varietasokat) vizsgéaljuk az affin vagy még inkabb a projektiv térben. Hilbert nullhelytételének
koszonhetGen ez technikailag akkor a legkénnyebb (bar akkor sem kénnyt, s6t!), ha az alap-
test algebrailag zéart (heurisztikusan ennek az az oka, hogy algebrailag zart test fol6tt minden
egyvaltozos polinomnak pontosan annyi gyoke van multiplicitassal szamolva, amennyi a fo-
ka). Ugyanakkor a szamelméletben minket nem egy algebrailag zart test folotti megoldasok
érdekelnek, hanem pl. a racionélis test feletti megoldasok. Az alapvets 6tlet ennek kikiiszobo-
lésére a kovetkezd: elGszor tekintjiik az adott racionélis egytitthatos fi, ..., fr € Qlzy, ..., z,)
egyenletek V(Q) C Q" megoldasait a Q algebrai lezart folott, ahol a klasszikus algebrai geo-
metria modszerei alkalmazhatok. Majd a racionélis megoldasok nem mésok, mint a Gal(Q/Q)
Galois csoport fizpontjai. Ezért az algebrai szamelmélet egyik alapvets célja a Gal(Q/Q) cso-
port mélyebb megértése. Ehhez kapcsolodik a maig megoldatlan inverz Galois probléma, hogy
minden véges csoport elGall-e ennek a csoportnak a faktorcsoportjaként, vagyis Q egy véges
Galois bévitésének Galois csoportjaként. Gyakran a geometriai objektumokon van egy extra
Abel-csoport struktura is: pl. a legegyszertibb esetben, amikor a test additiv vagy multiplika-
tiv csoportjat vessziik, de nagyon fontos példa az elliptikus gérbék esete is, melyek pontjain
természetes modon értelmezhets egy Osszeadas miivelet. Ekkor a Galois-invariansok képzése
vizsgélhato a homologikus algebra eszkozeivel: az invaridns-képzés funktor derivalt funktorai
nem mésok, mint a Galois-kohomologia csoportok, melyek alapvets fontossaguak az elmélet-
ben.

Egy masik, alapvets fontossagti modszer, hogy nemcsak racionalis vagy egész megolda-
sokat keresiink, hanem modulo p megoldasokat, ahol p egy primszam, és ezekbdl probalunk
visszakovetkeztetni az egész, ill. racionélis megoldasokra. Ahhoz, hogy ezt a modszert szisz-
tematikusan kiaknazzuk, sziikség volt Grothendieck és tanitvanyainak forradalmasité mun-
nem lehet modulo p redukalni, csak egész egyiitthatos egyenleteket, tehat sziikség volt arra,
hogy ne csak testek, hanem tetszéleges egységelemes kommutativ gytirtik felett csinaljunk

geometriat. Ebben a szemléletben ha vannak fi,..., fx € Z[xy,...,x,] polinomjaink, akkor
az R = Zlxy,...,x,]/(f1,. .., fx) gylrd spektrumdt, azaz primideédljanak (kilénbozd extra
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strukturakkal ellatott) halmazat tekintjiik. Pl. SpecZ a primszamokbol és a (0)-bol &ll, és a
Z — R leképezés (mely egy egész szamot a hozza tartozo konstans polinomba kiild) megad
egy SpecR — SpecZ leképezést a spektrumokon, melynek a p primszam feletti fibruméara (&s-
képére) tekinthetiink tigy, mint az egyenletrendszer modulo p redukcidjara, az. un. generikus
((0) folotti) fibruméra pedig mint az egyenletrendszer racionélis megoldasaira.

A fenti modszer egyfajta tovabbfejlesztése a kovetkezs: Vesziink egy p primszémot, és
az egyenletiinknek nemcsak modulo p, hanem minden pozitiv egész r kitevére a modulo p”
megoldasait vizsgaljuk. Nyilvan ha valamely p" primhatvanyra nincs megoldésa egy egész
egylitthatos polinomegyenletnek modulo p”, akkor az egész szdmok koérében sem lehet meg-
oldasa. Hasonloképp, ha nincs R feletti megoldas, akkor sem lehet egész megoldés sem. Az
izgalmas kérdés az, hogy milyen feltételekkel igaz ennek a megforditasa, azaz ha van R fe-
letti megoldas, és minden p primre és p” hatvinyra van modulo p" megoldas, akkor ebbdl
kovetkezik-e, hogy létezik egész megoldas is. Fz az in. Hasse-féle lokal-globéal elv. Ostrowski
tétele . Tétel) arra mutat ra, hogy miért analog ez a két, latszolag kiillonbozé feltétel
(mérmint az R feletti, illetve a modulo p” megoldasok létezése). Természetesen az til opti-
mista gondolat, hogy ez minden egész egyiitthatos egyenletre teljesiilne, ez sajnos nem igaz.
Viszont a Hasse-Minkowski-tétel szerint ez teljesiil abban az esetben, amikor az egyenletek
legfeljebb masodfokiak.

1.1.3. A Weil-sejtések

A véges testek feletti egyenletek elméletében kozponti szerepet jatszottak (és, bar ezek mar
tételek, jatszanak mind a mai napig) a Weil-sejtések, melyeket roviden vazolunk. Legyen X egy
n-dimenziés sima projektiv varietas a p elemi [, test f6l6tt, azaz homogén polinomegyenletek
kozos nullhelyeinek a halmaza a valahanydimenzios projektiv térben. Az alapkérdés, hogy X-
nek hany pontja van [F, felett, illetve &ltaladban az m-edfoku F,m bévités felett, jeloljiik tehét
az utobbit N,-nel (m > 1). Gyartsuk le a

o0

C(X,T):=exp <Z ergm)

m=1

generatorfiiggvényt, melynek segitségével egyszerre kezelhetjiik minden m > 1-re az N, meg-
oldasszamot — ezt nevezik X zeta-fliggvényének. (Hogy miért pont ezt, az a sejtések megfogal-
mazasabol kidertil.) A priori a fenti formula egy racionalis egyiitthatos formalis hatvanysort
ad. André Weil 1949-ben megfogalmazott sejtései, melyek bizonyitésaért Pierre Deligne 1978-
ban Fields-érmet kapott a kévetkezdk:

1. (Racionalitas) A ((X,T) egy racionéalis tortfiiggvény T-ben. Pontosabban
PUT)Py(T) - - - Popy(T)

BT PA(T) -+ Pon(T)
alkalmas Py, ..., Ty, € Z[T] polinomokra. Tovabba Py(T) =1 —-T, P, (T) =1 — p"T,
¢s 1 <k < 2n—1l-rea P(T) polinomok Fy(T) = [[;(1 — au;T) alakba frhatok valamely
ayj € C (algebrai egész) szamokra.

C(Xa T) =

2. (Figgvényegyenlet) Alkalmas F egész szamra (F az X Fuler-karakterisztikdja, aminek
létezése a sejtés része) a zeta-fiiggvény teljesiti a (X, p™T 1) = :Ep%C(X, T) figg-
vényegyenletet.



3. (Riemann-sejtés) A fenti szdmokra |ay;| = p*/? minden 1 < k < 2n — 1-re és j index-
re. Specidlisan ha 7' = p~*-t helyettesitiink, akkor a Py (p~*) fiiggvény Osszes gyoke a
kiritikus, k/2 valos részi egyenesre esik.

4. (Betti-szamok) Amennyiben X egy O-karakterisztikaju szamtest feletti Y sima projekt-
iv varietds modulo p redukci6jaként jon létre, akkor a Py foka megegyezik az Y (C)
topologikus tér k-adik Betti-szaméval (azaz a k-adik Q-egyiitthatos — szingularis — ko-

cz 2

Weil észrevétele, amire a sejtését alapozta, az volt, hogy ha létezne p karakterisztika-
ban egy kell6en jol viselkedd — a topolégiabdl ismert szingularis kohomolégidhoz hasonlo
— kohomologia-elmélet, akkor abbdl kovetkeznének a sejtései egy, a Lefschetz-féle fixpont-
tételhez analog allitas segitségével. Kicsit precizebben az [F,-feletti megoldasok nem masok,
mint a Frob,: x — 2P Frobenius leképezés fixpontjai. Masrészt a Lefschetz-féle fixpont-tétel
topologidban a kovetkezd:

1.1.2. Tétel (Lefschetz—Hopf). Legyen M egy kompakt hdromszogelhetd tér és f: M — M
eqy folytonos fligguény, melyrdl tegyiik fel, hogy véges sok fixrpontja van. Ekkor

Y ilfr) =Y (—D)PTe(f | HE(M,Q))

z€Fix(f) k>0
ahol i(f,x) az x fizpont indexét jeldli.

Tehat f fixpontjainak a szamat (pontosabban az f leképezés adott pontbeli indexével meg-
sulyozott szamat) le lehet olvasni az f altal a kohomolégiakon indukalt linearis leképezések
nyomaibol. Egy ilyen, véges testek felett is értelmezhets algebrai kohomolégia-elméletnek, az
in. étale kohomologianak a megkonstrualasa Grothendieck uttéré munkaja, melynek alaptu-
lajdonsagaibol kovetkezik a fenti 1. és 2. sejtés (az 1-est lasd lentebb, a 2-es pedig a Poincaré-
dualitasbol kovetkezik). A 3. és 4. sejtéshez viszont sziikség volt az étale kohomologia tovabbi,
kozel sem trivialis tulajdonsagaira, melyeket Deligne-nek sikeriilt igazolnia. A térténethez hoz-
zatartozik, hogy az 1. sejtés (a racionalitas) els§ bizonyitasa Bernard Dwork nevéhez fiiz6dik
1960-bol, de 6 mas — p-adikus analitikus — modszereket hasznalt.

Mlusztracié céljabol megmutatjuk, hogyan kovetkezik a racionalitési sejtés egy Lefschetz-
féle fixponttételt teljesité kohomologia-elmélet 1étezésébsl. Tovabba azt is vazoljuk, mi kovet-
kezik a Weil sejtésekbdl N,,-re, és hogy hogyan lehet ennek alkalmazéasaként karakterosszege-
ket becsiilni. A jo hir a kovetkezs: a véges testek elméletében minden fixpont indexe 1 lesz,
ezért ezzel nem kell torédniink.

Elgszor tegyiik fel a Weil-sejtéseket. Mindkét oldal logaritmuséat véve

e m 2n 2n
SR < hog (X, T) = (-1 Hog AT = S (-1 S log(1 - T) =
m=1 k=0 k=0 . J N
=) DR ’“jn (1.1)
k=0 Jj m=1



adodik. A két oldalon T™ egyiitthatojat 6sszehasonlitva és felhasznalva, hogy Py(T) =1—T,
P (T)=1-p"T az

2n—1

N = 149"+ 3 (=1 Y o = 149" + 00" %)
k=1 j

egyenletet kapjuk a 3. (Riemann) sejtés felhasznalasaval. Ez a becslés legjobban n = 1, azaz
gorbék esetén hasznéalhaté. Pl. ha E egy elliptikus gorbe, akkor P; egy mésodfoku polinom,
ezért a pontok szaméara m = 1 esetén

14+p—2yp < |E(F,)| <1+p+2p

becslést kapunk. Ha pl. f(z) € Z[x] egy olyan harmadfoka polinom normélt, aminek nincs
modulo p > 2 tébbszords gyoke, akkor az y? = f(x) elliptikus gorbe sima lesz modulo p
is. Tehat alkalmazhatjuk a fenti becslést: ennek az egyenletnek modulo p megoldasainak
szdma p-t6l maximum 2,/p-ben tér el (hiszen egyetlen ,végtelen tavoli” pont van a gérbén, ha
kiterjesztiik a projektiv sikra). Viszont ennek az egyenletnek a megoldasszamat masképp is
megszamolhatjuk: fusson végig = egy teljes maradékrendszeren modulo p, és vizsgaljuk meg,
hogy mely z-ekre lesz f(z) kvadratikus maradék, azaz négyzetszam modulo p. Ha p | f(z),
akkor y modulo p csak 0 lehet, ha f(z) nemnulla kvadratikus maradék, akkor y kétféle lehet,
ha pedig f(x) kvadratikus nemmaradék, akkor nincs megfelels y. Osszesitve a megfelel§ y-ok

f(@)
P

szama 1 + > Mivel az 1-esek pont p-t adnak Osszegiil, a

811520

becslést kapjuk, aminél jobb nem ismert.

A racionalitasi sejtés bizonyitdsahoz tegyiik fel, hogy létezik egy, a fenti Lefschetz-féle
fixponttételt teljesité H* kohomologia-elmélet valamilyen 0-karakterisztikaju K egyiitthato-
testtel. Ekkor az F,m testben levé megoldéasok pontosan a Frob," leképezés fixpontjai, tehat a
fixponttétel szerint

N =Y _(=1)¥Tr((Froby)* | H*(X, K)) .
k>0
Jellje ay; a Frobr: H¥(X,K) — H*(X,K) linearis leképezés j-edik sajatértéket. Ekkor
Tr((Frob)')* | H*(X,K)) = 3 ; Oy, hiszen egy leképezés nyoma nem mas, mint a sajatértékek
Osszege. A egyenlet azt is mutatja, hogy ha a P(7T) polinomokat a p-Frobenius &ltal
indukalt leképezés
Py(T) := det(1 — TFrob} | H*(X, K))

modositott karakterisztikus polinomjanak valasztjuk, akkor ((X,7T) valéban a kivant racio-
nélis tortfliggvény alakba irhato.

1.1.4. A Birch—Swinnerton-Dyer sejtés

Mint fentebb lattuk, a tobbvaltozos legfeljebb masodfokt polinomok egész megoldasainak
kérdését lényegében rendezi a Hasse-Minkowski tétel.
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1.1.5. Faltings tétele
1.1.6. Langlands program



2. fejezet

Galois-elméleti bevezetd

Az alabbi fejezetben bizonyitas nélkiil felhasznaljuk, hogy minden K testnek létezik K
algebrai lezartja. Val6jaban annyi is elég, hogy minden test bedgyazhaté algebrailag zart
testbe. Ennek bizonyitasa a fliggelékben talalhato.

2.1. K-homomorfizmusok, szeparabilis bévitések

2.1.1. Definicié. Legyen K egy test, és K < L, illetve K < M két bévitése K-nak. Ekkor K-
feletti relativ homomorfizmusnak (réviden K-homomorfizmusnak) neveziink egy 7: L — M
testhomomorfizmust, melyre 7x = idg. Egy ilyen K-homomorfizmust testbévitések izomor-
fizmusénak neveziink, ha bijektiv.

Megjegyzés: a testhomomorfizmus megtartja a testnek a 0-valtozos miveleteit (konstansok
kijelolése) is, azaz 7(1) = 1 mindig. Specidlisan minden 7 testhomomorfizmus injektiv, hiszen
1 ¢ Ker(7) < L egy idedl, és L-nek csak két idealja van: {0} és L.

2.1.2. Példa. 1. Homg(C,C) = {id,-}.
2. [Homg(Q(v2), Q(v2))| = 2.
3. [Homg(Q(¥/2), Q(V2))| = 1, de [Homg(Q(¥/2),C)| = 3.
Megjegyzés: Homg (Lq, Ly) csak egy halmaz, mindenféle extra struktira nélkiil.

2.1.3. Lemma. Legyen 7 € Homg(Ly, Ly) egy K-homomorfizmus, a € Ly, f(z) € Klz].
Ekkor 7(f(a)) = f(1()).

Bizonyitds. Legyen f(z) = ag+ a1z + . ..a,z", ekkor 7(f(«)) = 7(ap + a1 + - -+ + @, ") =
= 7(ao) + 7(a)7(a) + -+ 7(an)7(a)" = ao + m7(a) + -+ ap7(a)" = f(7(a)), hiszen 7
egy testhomomorfizmus és a K elemein identikus. O

A kovetkezd allitas, és annak egy késébbi altalanositéasa kulcsfontossagu a felépitésiinkben.
Ez lényegében a 6.4.7-es allitas [7]-ben.



2.1.4. Allitas. Legyen K < K(a) és K < L két bovités, o algebrai K felett, my(z) € K|x]
a minimdlpolinomja. Ekkor a

Homg (K (), L) — {B € L: my(B) =0}
T = 71(a)

leképezés egy bijekcio. Specidlisan [Homp (K (a), L)| < deg(my) = |K(a) : K.

Bizonyitds. A fenti Lemma miatt minden 7 € Hompg (K (), L)-re 7(a) gySke mq(x)-nek,
tehat tényleg értelmes a leképezés. Azt kell belatnunk, hogy injektiv és sziirjektiv:

Injektivitas: K (o) minden eleme elall g(«) alakban, ahol g(x) € K[z] polinom. Ha
T1(a) = (), akkor a fenti Lemma miatt 71(g(a)) = g(mi(a)) = g(m(a)) = n(g(a)), te-
hét T = T2.

Sziirjektivitas: Legyen § € L olyan, amire m,(8) = 0. Vegyiik észre, hogy K(«)
K[z]/(ma(z)). A B behelyettesitése egy s Klz] — L (f(z) — f(8)) homomorfizmust
ad. Mivel m,(8) = 0, ezért m,(x) € Ker(pg). Tovabba (m,(z)) egy maximalis ideal K[z]-
ben (és 1 ¢ Ker(y 5)) tehat (mq(x)) = Ker(¢g). A homomorfizmustétel szerint Im(pg) =
Klz]/(ma(z)) = K(a), és ennél az izomorfizmusnal 5 € Im(pg) éppen x + (mq(x)) €
€ Klz]/(ma(z))-nek, ésigy a € K(a)-nak felel meg, tehat kapunk egy olyan K-homomorfizmust
K(a)-bol Im(pg) < L-be, aminél a képe éppen f. ]

~

2.1.5. Definicié. K egy tetsz6leges M bovitésében levd « algebrai elem egy (esetleg masik)
K < L bovitésbeli K-feletti konjugéltjainak azokat a § € L elemeket nevezziik, melyek
gyokei av minimélpolinomjanak. Ezek a fenti tétel szerint nem masok, mint « lehetséges képei
a 7 € Homg (K («), L) homomorfizmusoknal.

2.1.6. Definicio. Legyen K egy test, K < L egy b6vebb test. Egy a € L algebrai elemet
szeparébilisnak neveziink (K felett), ha K feletti (m,-val jelolt) minimalpolinomjanak nincs
tobbszoros gyoke.

2.1.7. Allitas. Egy o € K elem pontosan akkor szepardbilis K felett, ha [Homg (K (o), K)| =
= |K(a) : K|.

Bizonyitas. Trivialis az es Allitasbol: m,-nak pontosan akkor van deg(m,) darab kii-
16nb6z6 gycke K-ban, ha nincs tébbszoros gyoke. O]

Megjegyzés: a szeparabilitasahoz elég, ha van olyan 0 # f(x) € K[z] polinom, aminek
nincs t6bbszoros gyoke és f(a) = 0. Valoban, ekkor m,, | f-nek sincs tébbszoros gyoke.

2.1.8. Kovetkezmény. K < L < M testek, o € M szepardbilis K felett = L felett is.

Bizonyitds. A fenti megjegyzést alkalmazzuk. A K feletti minimalpolinomnak nincs t6bbszo-
r0s gyoke, és a gyoke. O]

A kovetkez§ allitas az es Allitasnak az altalanositasa. Most egy 7: L — M K-
homomorfizmust akarunk kiterjeszteni egyetlen « tovabbi elemre. Ez lényegében a 6.4.8-as
tétel [7]-ben.



2.1.9. Allitas. Legyenck K < L < L(a) és K < M testbévitések, ahol o algebrai L folitt.
Legyen my(x) € Lz] az o minimdlpolinomja L felett. Ekkor minden 7 € Homy (L, M)-re a

{p € Homg (L(a), M) | p =7} — {8 € M:7(m4)(8) =0}
p — pla)

leképezés egqy bijekcio. Itt T(my)(x) € 7(L)[z] < M|z] az a polinom, amelyet gy kapunk, hogy
Mo eqyitthatoira raalkalmazzuk T-t.

Megjegyzés: vegylik észre, hogy itt m, egyiitthatéi nem K-bol, hanem L-bdl valok, hiszen
ez a-nak az L feletti minimalpolinomja. Ezért kell a es Allitassal ellentétben m,-nak az
egyiitthatoira is raalkalmazni 7-t.

Bizonyitds. A bizonyitas teljesen analog az es Allitas bizonyitasahoz. El6szor azt latjuk
be, hogy ha p egy kiterjesztése T-nak L(«)-ra, akkor p(«) valoban gyoke 7(m,)-nak. Ehhez
legyen my(z) = ap+ ajx + - - - + 2" és alkalmazzuk p-t az m,(a) = 0 azonossagra: 0 = p(ag +
oot a) = plag) + -+ pla) = T{ao) + -+ pla) = 7(ma)(pla)), hiszen plas) = (e
mivel a; € L és pjp = 7.

Injektivitas: ha pi, = 7 = pgr és p1(a) = pa(a), akkor p; és py megegyeznek L(a)-n is.

Sziirjektivitas: vegyilk észre, hogy 7(m,) € 7(L)[z] is irreducibilis polinom, hiszen a
7: L[z] = 7(L)[x] egy izomorfizmus. Tehat ha 5 gyoke 7(m,)-nak, akkor ez is a miniméalpoli-
nomja. Igy a kivant p leképezés nem mas, mint p := pgorop, !, ahol ps: 7(L)[z]/(T(ma) (7)) —
7(L)(8) < M homomorfizmus, amit a [ behelyettesitése indukal, ¢, : L{z]/(ma(z)) — L(a)
izomorfizmus, amit az a behelyettesitése indukal, 7 pedig a

7: Llz]/(ma(2)) = 7(L)[z]/(T(ma)(2))

izomorfizmus. O

2.1.10. Kovetkezmény. Legyenek K < L és K < M bévitések. Ekkor [Homyg (L, M)
<|L:K]|.

IA

Bizonyitds. Ha |L : K| = oo, akkor az allitas iires. Egyébként legyen d = |L : K| és L =
= K(ay,...,a,). Indukcioval bizonyitunk n-szerint. n = 1-re az allitas az es Allitas
specialis esete. Legyen n > 1 és Ly = K(aq,...,a,_1). Ekkor az indukcios feltevés miatt
tetszbleges p € Hompg (L, M)-re p megszoritasa Lo-ra legfeljebb |Lg : K|-féle lehet. Tovabba
adott 7 = pj,-Ta a as Allitas miatt p csak |Lo(aw,) : Lo| = |L : Lo|-féle lehet. Az allitas
a fokszamtételbdl kovetkezik. O

2.1.11. Ko6vetkezmény. Legyen K < L, és a € L szeparadbilis. Ekkor K(«) minden eleme
szepardbilis.

Bizonyitds. Legyen 5 € K(a). Ekkor « szeparabilis K () folott is az as Kovetkez-

mény miatt. Tehat adott 7 € Homg (K (8), K)-ra 7 éppen |K(a) : K(B)|-féleképpen terjed ki
p: K(a) - K K-homomorfizmussa. Ezért

|K(a) : K| = [Homg (K (a), K)| = [Homg (K(8), K)| - | K (a) : K(B)] -

Az allitas egyszerd osztassal kovetkezik a fokszamtételbdl és az m-es Allitasbol . m
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2.1.12. Definicio. Egy (véges) L/K bdvités szeparabilis, ha L minden eleme szeparébilis K
felett.

Tehat a fenti kovetkezmény szerint o pontosan akkor szeparébilis K felett, ha a K(a)/K
bévités szeparabilis.

2.1.13. Allitas. Az L/K wvéges bovités pontosan akkor szepardbilis, ha |Homg (L, K)| = |L :
K]|.

Bizonyitds. Ha |Homg (L, K)| = |L : K| és a € L, akkor adott 7 € Homg (K (a), K)-ra
T a es Kovetkezmény miatt legfeljebb |L : K(a)|-féleképpen terjed ki L — K K-
homomorfizmussa. Mivel |Homg (L, K)| = |L : K|, ezért legalabb |L : K|/|L : K(a)| =
= |K(«) : K| darab ilyen 7-nak kell lennie, tehat az allitas kovetkezik az es Allitasbol.
Visszafelé, ha L/ K szeparabilis, akkor L = K (ay, ..., ay,), ahol az o;-k szeparabilisek K fe-
lett. Ha n = 1, akkor az allitas kovetkezik az es Allitasbol. Legyen Lo = K(ay, ..., n_1).
Indukci6val (n szerint) feltehetjiik, hogy [Homg (Lo, K)| = |Lo : K|. Jeldljiikk ma, (x)-szel ay,
L feletti minimalpolinomjat, és legyen 7 € Hompg (Lo, K) tetszéleges. Mivel a,, szeparabilis
(K folott a feltevés szerint, igy Lg f6lott is az as Kovetkezmény miatt), és K algebrailag
zért, ezért 7(ma,)(r)-nek pontosan deg(7(ma,)) = deg(ma,) = |L : Lo| darab gydke van
K-ban. Tehat az & es Allitas szerint 7 pontosan |L : Lg|-féleképpen terjed ki p: L — K
K-homomorfizmussa. Igy |Homg (L, K)| = |L : Lo||[Homg (Lo, K)| = |L : Lo| - |Lo : K| =
—|L: K]|. O

2.1.14. Allitas. Legyen K < L < M wvéges bovitések egy linca. M/K akkor és csak akkor
szepardabilis, ha L/K és M/L szepardbilis. Specidlisan ha K < M tetszdleges bovités, akkor
M azon elemei, melyek szepardbilisek K felett, résztestet alkotnak.

Bizonyitds. El6szor belatjuk, hogy ha M/L és L/K szeparébilis, akkor M /K is az. Ehhez
legyen B € M tetszoleges, és mg(z) € L[r| a minimalpolinomja. Ekkor az es Allitas
miatt minden 7 € Homg (L, K) pontosan annyiféleképpen terjed ki L(/3)-ra, ahdny gydke van
7(mg)-nak K-ban. Mivel M/L szeparébilis, ezért mg-nak nincsenek tobbszoros gyokei, igy
7(mg)-nak sincsenek. Tehat 7(mg)-nak pontosan deg(7(mg)) = deg(mg) = |L(B) : L| darab
gydke van K-ban. Igy [Homg (L(B8), K)| = |L(8) : L| - [Homg (L, K)| = |L(B) : L| - |L : K| =

= |L(pB) : K|, hiszen L/K szeparabilis.

Visszafelé ha M/ K szeparabilis, akkor az es Kévetkezmény szerint [Homy (L, K)| <
< |L : K|, és |Homy (M, L)| < |M L. Feltehetjuk hogy L < K, és azt is, hogy L = K.
Viszont adott (fix) 7 € Homg (L, K)-ra L-et azonosithatjuk 7(L)-lel, tehat 7 pontosan annyi-
féleképpen terjed ki egy p: M — K K-homomorfizmussa, amennyi eleme van Homy (M, L)-
nak. Azt kaptuk, hogy |M : K| = |Homg(M,K)| = |Homg(L,K)| - |[Homy(M,L)| <
<|L:K|-|M:L|=|M: K|, azaz végig egyenl6ség van. Specialisan [Homg (L, K)| = |L : K|
és |Homp (M, L)| = |M : L|, masszéval mindkettd szeparabilis.

A masik allitashoz legyen «, 8 € M szeparabilis K folott. Ekkor K («)(f) is szeparabilis az
elsd allitas szerint K folott. Tehat minden eleme szeparabilis, specialisan o + 3, aff és 5 # 0
esetén «/f is. O

A kovetkezo tétel a [7] 6.3.8-as (és a 6.3.11-es) tétel altalanositasa.

2.1.15. Tétel. Minden véges szepardbilis bovités egyszert, azaz minden L/ K véges szepardbilis
bovitésre van olyan o € L, melyre L = K(a).
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Bizonyitds. Az allitast csak akkor bizonyitjuk, ha K végtelen. Ha K véges és a € L™ a
multiplikativ csoportnak egy generatoreleme, akkor L = K(a).

Legyen L = K(ay,...,ap), |L : K| = d és Homg(L,K) = {r,..., 74} (Isd. as
Allitas). Ha taldlunk olyan o € L-et, melyre a 7y(a), ..., 74(a) € K elemek mind kiilonbzok,
akkor készen vagyunk: Valoban, ha m,(z) € K|[z]-szel jeloljiikk ov minimélpolinomjat, akkor
T1(), ..., 74(a) mind gyoke m,-nak, specidlisan |K(«) : K| = deg(m,) > d = |L : K|, igy
L = K(«), hiszen K(«a) < L.

Az a-t a = Y1 | ;3" alakban keressiik, ahol § € K. Legyen f(z) = Y ', aua’ € L[z]
polinom. Ha 1 < j # k < d, akkor nem lehet, hogy minden i = 1,... ,n-re 7j(c;) = (%),
hiszen akkor 7; és 73, az -k altal generalt testen, azaz L-en is megegyezne, holott kiilonbozok.
Tehat a 7;(f)(x) = Y.r, 7j(ay)z’ € K[z] polinomok (j = 1,...,d) paronként kiilénb6zsk. Ez
azt jelenti, hogy a P(x) := [, <a(m(f) () — 7 (f)(2)) € K] polinom nem a 0 polinom.
Mivel K végtelen, ezért van olyan 5 € K, ami nem gyoke P(x)-nek. Tehat

7(f(B) = 7; (Z aﬁ) =Y mla)s = 7,(N)(B) # n())B) = m(f(8) (G #k)

i=1 =1

(hiszen § € K miatt 7;(8) = 8 = 14(8)), igy az o := f(B) valasztas megfelel. O

2.1.1. Tokéletes testek és a Frobenius

2.1.16. Definicidé. Egy K testet tokéletesnek (vagy idegen szoval perfektnek) neveziink, ha
minden véges bévitése szeparabilis.

Vegyiik észre, hogy minden O-karakterisztikaju test tokéletes, hiszen O-karakterisztikdban
egy irreducibilis polinomnak nem lehet t6bbszoros gyoke. Valoban, ha f(z) € K|[z] irredu-
cibilis, és 3 € K egy tobbszoros gydke f-nek, akkor f(8) = f/(3) = 0. Specialisan f és f’
nem relativ primek, de mivel f irreducibilis, ezért f | f’. Node deg(f’) < deg(f) — 1, tehat
f'(z) = 0. Ez utobbi 0-karakterisztikdban nem torténhet meg. S6t, p > 0 karakterisztikdban
is csak akkor, ha van olyan g(z) polinom, melyre f(x) = g(2?). Valoban, ahhoz, hogy minden
egy monom derivaltja 0 legyen, az kell, hogy a kitevs p tobbszorose legyen.

A tovabbiakban karakterizaljuk a tokéletes testeket. Specialisan latni fogjuk, hogy a 0-
karakterisztikaju testek mellett minden véges test is tokéletes.

Legyen k egy p > 0 karakterisztikaju test. Ekkor a p-edik hatvanyra vald emelés nemcsak
multiplikativ, hanem additiv is, azaz a

Frob,: & — k

x +— xP

leképezés egy testendomorfizmus. Ezt a leképezést nevezziik a (p-)Frobeniusnak. A Frobenius
endomorfizmus (testek esetében) mindig injektiv, hiszen minden test nullosztémentes. Viszont
nem minden p-karakterisztikaju k testre sziirjektiv: példaul a racionalis tortfiiggvények F,(z)
testére nem az: az x valtozo nincs benne a képében.

2.1.17. Allitas. Egy p-karakterisztikdji k test pontosan akkor tokéletes, ha a p-Frobenius
Frob,: k — k szirjektiv.
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Bizonyitds. Tegyiik fel el6szor, hogy a Frobenius nem sziirjektiv, azaz van olyan a € k, mely
nincs benne a képében. Ekkor az f(x) = 2P — o polinomnak nincs gyoke k-ban. Tovabba ha
B € k egy gyoke f-nek, akkor B? = a, azaz f(x) = 2P — a = (z — )P. Tehat f-nek egyetlen
p-szeres gyoke van. Masrészt f-nek lineéris faktora nem lehet, hiszen nincs gyoke; ugyanak-
kor minden irreducibilis tényezGjének csak [ lehet gyoke, specialisan van t6bbszoros gyoke.
Viszont egy irreducibilis polinom, melynek van tobbszoros gyoke, sziikségképpen legaldbb p-
fok1, hiszen xP polinomja. Tehat azt kaptuk, hogy f irreducibilis, igy mivel van tobbszoros
gyoke, ezért k[z]/(f(x)) egy inszeparébilis bévitése k-nak.

Megforditva tegytik fel, hogy f(x) € k[z] egy irreducibilis polinom, melynek van t6bbszoros
gyoke. Ekkor van olyan g(x) = ag + a1z + - - - + a,z™ € k[z], melyre f(z) = g(xP). Tegytik fel,
hogy Frob,: k — k sziirjektiv. Ekkor minden i = 0,1, ..., n-re van olyan b; € k, melyre b} =
= Frob,(b;) = a;, azaz f(x) = (bg+bix+- - -+ b,2™)? nem irreducibilis, ami ellentmondas. [

2.1.18. Kovetkezmény. Minden véges test tokéletes.
Bizonyitds. Egy véges halmazon minden injektiv fliggvény egyben sziirjektiv is. O

Ahogy fentebb lattuk, a Frobenius nem sziirjektiv a racionalis tortfiiggvények F,(z) testén,
azaz ez a test nem tokéletes.

2.2. Galois-bovitések

2.2.1. Definicié. Legyen L/K véges bovités. Gal(L/K) := Homg(L, L) a bévités Galois-
csoportja, azaz a relativ automorfizmusok csoportja.

Vegyiik észre, hogy Gal(L/K) valoban csoport a kompoziciora nézve. A kompoziciora vald
zartsag és az asszociativitas nyilvanvalo, az identitas az egységelem. Inverz azért létezik, mert
minden 7 € Homg (L, L) szlirjektiv is (nemcsak injektiv), hiszen L végesdimenzios vektortér
K felett. Kénnyt szamolas mutatja, hogy 771 is miivelettarto, tehat eleme Hompg (L, L)-nek.

2.2.2. Allitas. A fenti definicid akkor is értelmes, ha L/K nem feltétleniil véges, de algebrai

s

bovités.

Bizonyitds. Azt kell belatnunk, hogy minden 7: L — L K-homomorfizmus sziirjektiv (a fenti
érvelésben csak itt hasznaltuk L/K végességét). Vegyiink egy a € L-et és legyen m,(z) €

€ K|z] a minimalpolinomja. Ennek véges sok gyoke lehet csak L-ben: {a = aq, ..., a,}. Ekkor
minden ¢ € {1,...,n}-re 7(«;) is gyoke m,-nak az as Lemma miatt. Tehat 7 permutalja
az {a = aq,...,a,} véges halmazt (hiszen injektiv), igy « is benne van a képében. O

Megjegyzés: Ha K < L < K (mivel L-nek is van algebrai lezértja, ezt minden tovabbi
nélkiil feltehetjiik), akkor minden Gal(L/K) = Homy(L, L)-beli elemet tekinthetiink K-ba
mend homomorfizmusnak is. Tehat |Gal(L/K)| < |Homg (L, K)| < |L : K| mindig teljesiil.

2.2.3. Definicio. Az L/K véges bovitésrdl azt mondjuk, hogy Galois-bévités, ha |Gal(L/K)| =
= |L : K|. (Bizonyos forrasokban a Gal(L/K) csoportot csak akkor hivjak Galois-csoportnak,
ha az L/K bovités Galois.)

2.2.4. Allitas. Minden Galois-bévités szepardbilis, specidlisan eqyszerd.
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Bizonyitds. Valoban, a fenti megjegyzés miatt ha L/K Galois, akkor |[Homg (L, K)| is egyenls
|L : K|-val. O

2.2.5. Allitas. Legyen K < L(< K) egy véges szepardbilis bovités. A kovetkezok ekvivalensek:
(1) L/K Galois.

(¢4) Minden 7: L — K K-homomorfizmusra 7(L) = L. (Ha nem tessziik fel, hogy L eleve
részteste K-nak, akkor azt kell mondani, hogy minden T-nak ugyanaz a képtere.)

(iii) Minden o € L-re a dsszes K-beli K folétti konjugdltja L-ben van. (Azaz az mo(z) €
€ Klx] minimdlpolinom L felett gyoktényezdk szorzatdra bomlik.)

(iv) L = K(ay,...,a,) és minden oy minden K-beli K -feletti konjugdtlja L-ben van.

Bizonyitds. (i) <= (ii), hiszen L < K miatt minden 7 € Homg (L, L) tekinthets L — K
K-homomorfizmusnak is.

(i) = (i1i): Legyen B € K az a egyik konjugéltja. Ekkor az es Allitas miatt van
olyan 7 € Homyg (K (), K), melyre 7(a) = 3. Tovidbba (mivel L/K (a) is szeparabilis) van
olyan o € L, melyre L = K(a)(d/). Az es Allitas szerint igy 7 kiterjed egy p: L — K
K-homomorfizmussa, melyre p(a) = 7(«) = (. (ii) szerint viszont p(L) = L, azaz § € L.

(173) = (iv) trivialis. (iv) = (44): Minden o € L-re van olyan f € K{z1,...,x,] polinom,
melyre o = f(aq,...,q,), tehat 7(a) = 7(f(aq,...,a,)) = f(r(a),...,7(a,)) € L. Tehat
7(L) < L, és mivel dimg 7(L) = dimg L, ezért 7(L) = L.

[

2.2.6. Példa. (a) C/R Galois.

(b) Q(v2)/Q Galois.

(¢) Q(¥/2)/Q nem Galois.

(d) Q(V2)/Q(v2) és Q(v2)/Q Galois, de Q(v/2)/Q mégsem Galois.

2.2.7. Definici6. Legyen f(z) € K[z] polinom, legyenek f gytkei K-ban {ay,...,a,}. Ekkor
a Ky :=K(o,...,a,)(< K) testet f K feletti felbontdsi testének nevezzik.

2.2.8. Megjegyzés. Azokat a véges bovitéseket, melyek valamely polinom felbontasi teste-
ként allnak els, normdlis bévitéseknek nevezziik. Ez azzal ekvivalens, hogy minden irreducibi-
lis polinomnak, melynek van gyoke a bévitésben, gyoktényezsk szorzatara bomlik. Abban az
esetben, ha a bévités szeparabilis, ez konnyen koévetkezik a Allitasbol. Az inszeparabilis
eset végiggondolasat az olvasoéra bizzuk, mivel a tovabbiakban erre nem lesz sziikségiink.

2.2.9. Példa. 1. 2 — 2 felbontasi teste Q folott Q(v/2).

2. 2% —2 felbontasi teste Q folott Q(v/2, v/2¢, v/22) = Q(¥/2,¢), ahol € primitiv harmadik
egységgyok.

3. Ha K(«)/K Galois, akkor K(«) az a minimalpolinomjanak felbontési teste.
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2.2.10. Kovetkezmény. Ha f szepardbilis polinom (azaz nincs tobbszorés gyike), akkor
K;/K Galois. Specidlisan minden véges szepardbilis bovités bedgyazhato egy véges Galois-
bovitésbe.

Bizonyitds. Mivel f szeparabilis, ezért Ky = K(ay, ..., a,) szeparabilis K felett, tehat alkal-
mazhatjuk a 68 Allitast, melynek (iv)-es feltétele trivialisan teljesiil. Tovabba ha L/K
véges szeparabilis, akkor az [2.1.15}6s Tétel szerint L = K(a) valamilyen a € L-re, és «
minimalpolinomjénak felbontasi teste tartalmazza L-et (vagy legalabbis egy L-lel izomorf
résztestet, ha nem tettiik fel, hogy L < K). O

2.2.11. Lemma. Legyen F/K tetszileges szepardbilis bovités és G = Gal(F/K).
(1) Ha K < L < F kézbiilsd test, akkor Gal(F/L) < G.

(i) Ha H < G, akkor F? .= {a € F | 7(a) = a, Y7 € H} eqy K-t tartalmazo résztest
F-ben. (Definicié: a H fixteste F.) Tovibbd K < F¢ < FH < F és H < Gal(F/FT).

Bizonyitds. Mindkettd trivialis: (i)-nél Gal(F'/L) éppen azon F' — F automorfizmusokbol 4ll,
amiknek L-re val6 megszoritasa az identitas, specidlisan a K-ra vald megszoritasa is az. (i7)-
nél pedig azt kell ellendrizni, hogy ha o, 8 € FH, akkor a+ 3, aff és 8 # 0 esetén /3 is benne
van F'H-ban. Ez kozvetleniil 1atszik a definiciobol, hiszen H minden eleme testhomomorfizmus.
A tovabbi két tartalmazés nyilvanvalo. m

2.2.12. Allitas. Legyen F = K(a), ahol o algebrai K felett.
(i) Ha F/K Galois és G = Gal(F/K), akkor F€ = K.

(ii) Ha FY = K wvalamilyen G < Gal(F/K) részcsoportra, akkor F/K Galois és G =
= Gal(F/K).

Bizonyitds. (i): Nyilvan K < FY < F, és G < Gal(F/F¢) miatt |G| < |Gal(F/F%)| <
<|F:FY <|F: K| =|G|, tehat mindeniitt egyenldség all.

(4i): Legyen m, az a minimélpolinomja és definidljuk az fo(z) := [[,co(z —7()) € Flx]
polinomot. Ekkor ha o € G, akkor o(fo)(x) = [[,cc(v — o7(a)) = [[,e(z — 7(a)) = fal2),
hiszen ha 7 végigfut G 6sszes elemén, akkor o7 is végigfut ugyanezeken az elemeken. Tehét
az fo(z) polinom egyiitthatoit minden o € G fixdlja, azaz f,(z) € FY[z] = K|z]. Nyilvan
fala) = 0, ezért my, | fo. Specidlisan |F : K| = deg(m,) < deg(fa) = |G| < |Gal(F/K)| <
< |F : K|, ezért mindenhol egyenldség van, azaz G = Gal(F/K) és |Gal(F/K)| = |F : K|,
masszoval F//K Galois. O

2.2.13. Tétel (Galois-elmélet f6tétele). Legyen F/K egy véges Galois-bévités G = Gal(F/K)
Galois-csoporttal. Ekkor a

{K < L < F kézbiilsétestek} <« {H < G részcsoportok}
Y: L + Gal(F/L)
FI « H:o

leképezések eqgymds inverzei (specidlisan mindkettd bijekcid). Tovabbd ha L <> H a fenti meg-
feleltetésben, akkor |F : L| = |H| (azaz F/L is Galois) és |L : K| = |G : H|.
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Bizonyitds. Elészor belatjuk, hogy tetszdleges L kozbiilsStestre F'/ L egy Galois-bévités. Mivel
F/K Galois, ezért szeparabilis is, igy az[2.1.15}6s Tétel szerint F' = K («) valamilyen v € F-re.
A s Allitas (4ii) része szerint o K feletti m,(z) € K[x] minimalpolinomja gyoktényezsk
szorzatara bomlik F felett. Viszont o L folotti f, minimalpolinomja nyilvan osztéja m,-nak,
ezért az is gyoktényezdk szorzatara bomlik L felett, tehat a Allitas (iv) része miatt F/L
is Galois-boviteés. (Vegyiik észre, hogy F'/L szeparébilis az [2.1.8las Kovetkezmény szerint és
ez kell ahhoz, hogy a 65 Allitast alkalmazhassuk.)

Ha mar tudjuk, hogy F/L Galois, akkor legyen H := Gal(F/L). A[2.2.12(i) szerint L =
= FH tehat po =id.

Megforditva legyen H < G tetszdleges, és legyen L = F. Ekkor (zz) szerint F'/L
Galois-bovités és H = Gal(F'/L), azaz 1) o p = id. Tehat ¢ és ¢ egymas kétoldali inverzei. Az
|L: K| = |G : H| allitas kovetkezik a fokszamtételbsl. O

2.3. Norma és nyom, a normal bazis tétel
Legyen L/K egy véges testbovités, és a € L. Ekkor az

So: L — L
B = ab
egy K-linearis leképezés.

2.3.1. Definicié. Az o nyomat a Try/x(a) := Tr(s,), az o normajat pedig a Ny /x(a) =
= det(s,) képlettel definialjuk.

Vegyiik észre, hogy Np/x: L* — K> egy csoporthomomorfizmus, Try/x: L — K pedig
egy K-linearis leképezés. Tovabba ha a € K C L, akkor Try k(o) = na és Ny (o) = o,
ahol n = |L : K|, hiszen ekkor s, egy skalarmatrix.

2.3.2. Lemma. (i) Ha L = K(«a) egyszerd bévités, és my(x) = 2" + ap_12™ 1 + -+ + ag,
akkor Trp k(o) = —an—1 €s Npjg(a) = (=1)"ao.

(it) Ha K < L < M wéges bovitések, akkor Trp o Trayr = Trak.

Bizonyitds. (i) Vegyiik észre, hogy ebben az esetben 1, o, ..., a" ! bazis, melyben s, matrixa
0 -+ -+ 0 —ag
1
0o .. .. : , melynek nyoma —a,_1, determinansa pedig (—1)"ay.
: . -0
0O -+ 0 1 —a,q

(17) Legyen 8 = (1, ..., 0n) az L/ K bovités, v = (71, ..., Vm) pedig az M /L bovités bazisa

ST ) >

az a-val valo szorzés métrixaban az i-edik sor j-edik elemét a v bazisban. Ekkor s, matrixa
A - A

a (v bazisban a : : blokkmétrix, ahol Ay; az ag;-vel vald szorzas matrixa 3

Aml Amm
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bazisban. (Valoban, ay; definicidja szerint avy; = > 70, aki, ezért oy, = >y (awiB;) Ve, €8
ar;B; pedig az Ay; matrix j-edik oszlopanak és a (S, ..., 3,) vektornak a skalaris szorzata az
Ay; definicioja miatt.) Tehat

TI‘M/K(Oé) = ZTI(Akk) = ZTIL/K(Cka) = TI‘L/K(Z akk) = TI“L/K o TI‘M/L(Oé) .
k=1 k=1 k=1

O

2.3.3. Megjegyzés. A norméara is igaz a Np/x o Ny = Nyyi Osszefiiggés, de erre most
nincs szilikségiink, ezért nem bizonyitjuk.

2.3.4. Allitas. Ha L/K nem szepardbilis, akkor Tryx azonosan 0.

Bizonyitds. Vegylik észre, hogy minden 0-karakterisztikaju test tokéletes, azaz minden b&vi-
tése szeparabilis. Legyen tehat char(K) = p > 0, és o € L egy inszeparabilis elem. Ekkor «
minimélpolinomja m,(z) = g(2) alakba irhato valamilyen g(x) € K|x] irreducibilis polinom-
ra. Ekkor K < K(a?) < K(«a) < L, ahol a K(a)/K(aP) egy p-edfoku (tisztéan) inszeparabilis
bévités (|K(a) : K(a?)| = p a fokszamtételbdl kovetkezik, hiszen of minimélpolinomja g(z),
az inszeparabilitas pedig abbol, hogy a p-edik hatvanya benne van K (aP)-ben). A [2.3.2)(i1)-es
Lemma szerint elég belatni, hogy Trg(a)/k(r) = 0. Node o (i = 1,...,p — 1) minimélpoli-
nomja ebben a bévitésben 2P — o', hiszen ez egy p-ed-foki K (a?)[z]-beli polinom, aminek
o' gyoke, és o' ¢ K(aP), mivel egyébként o is benne lenne ebben a testben, ugyanis kife-
jezhets oP és o' egész kitevss hatvanyainak szorzataként. Tehat a (i)—es Lemma szerint
Tri(a)/K(er) (@) = 0 minden 1 < i < p — l-re, s6t, Tri(a)/rr)(1) = [K(a) : K(aP)|-1 =
=p-1=0. Vagyis a Trg (/K (ar) linearis leképezés elttinik egy bazison, azaz azonosan 0. [

2.3.5. Lemma (Dedekind). Legyen L/ K véges szepardbilis bévités. Ekkor HomK(L,K) elemei
linedrisan figgetlenek K felett. (Azaz ha {m,...,7,} = Homg(L,K), a1,...,a, € K, melyre
Z?:l a;7;: L — K az azonosan 0 K -linedris leképezés, akkor a; = -+ =a, =0.)

Bizonyitds. Legyen ay,...,a, € K. Tegyiik fel, hogy Yy a;Ti(a) = 0 minden a € L-re. Az
a;-k kozti nem 0 elemek szama szerinti indukciéval belatjuk, hogy a; = - -+ = a,, = 0. Ha csak
1 darab # 0 van az a;-k kozott, akkor készen vagyunk, hiszen egyik 7; sem azonosan 0. Tegyiik
fel most, hogy a; # 0 # ay. Mivel 11 # 19, ezért van olyan § € L, melyre 71(5) # m2(8). Ekkor
ay ;a;7;(o) = 0 egyenletet 7 (3)-val megszorozva, es levonva a ) -, a;7;(fa) = 0 egyenletbdl a
Yo s ai(i(B)—711(8)) () = 0 egyenletet kapjuk, melyben az indukcios feltevés miatt minden
tag 0. Specialisan as = 0, ami ellentmondés. O

2.3.6. Allitas. Legyen L/ K szepardbilis bovités, és Homp (L, K) = {1, ..., 7 }. Ekkor Trp k() =
=2imaTila), és Nyji (o) = [LiL; mila).

Bizonyitds. Legyen (i, ..., [0, bazis L/K-ban (vegyiik észre, hogy ez ugyanaz az n, hiszen
feltettiik, hogy L/K szeparabilis). Ekkor S := (7;(5;))i; egy invertalhaté n x n-es matrix,
hiszen az oszlopai linearisan fiiggetlenek a Dedekind Lemma miatt. Legyen A = (ag;)r; €
€ K™ az a-val valo s, szorzas métrixa a fy,..., [, bazisban, azaz aff; = Y ,_, Brak;-
Utobbi egyenletre raalkalmazva a 7; K-homomorfizmust a

n n

T(@)7i(B) = Y T B)milary) = Y mlBr)ar

k=1 k=1
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egyenletet kapjuk, hiszen a;; € K. Ez pont azt jelenti, hogy

()
S=5A,

Ta()

azaz Trp (o) = Tr(A) = Y"1 mi(a) és Npjg(a) = det(A) = [[i-, (@), hiszen S invertal-
hato. []

2.3.7. Kovetkezmény. Az L/K wvéges bovités pontosan akkor szepardbilis, ha Trr,x nem
azonosan 0.

Bizonyitds. Ha L/K nem szeparébilis, akkor ez a es Allitas, ha pedig L/ K szeparabilis,
akkor a os Allitasbol kovetkezik, mivel Trp k= Z?:l 7; nem azonosan 0 a Dedekind
Lemma szerint, hiszen ez egy nemtrivialis linedris kombinaciéja a 7; K-homomorfizmusoknak.

]

2.3.8. Tétel (Hilbert 90). Tegyiik fel, hogy L/ K eqy olyan Galois-bévités, melyre Gal(L/K) =
= (0) = Z, ciklikus (o-val, mint generdtorral) és o € L egy 1-normdji elem. Ekkor van olyan

0# € L elem, melyre o = /o (B).

Megjegyzés: vegyiik észre, hogy a megforditas trivialis, hiszen § és o(f) norméja meg-
egyezik.

Bizonyitds. A Dedekind Lemma miatt idy, o,..., 0" ! linearisan fiiggetlenek, ezért van olyan
v € L, melyre

B:=idp(y) + ac(y) + ac(a)o?(y) + - -+ ac(a)...c" *(a)oe" (7)) £ 0 .
Koénnyt szamolas mutatja, hogy ekkor ao () = 3. O

2.3.9. Kovetkezmény. Ha p, C K és L/K olyan Galois-bovités, melyre Gal(L/K) = Z,,
akkor L = K(B) alkalmas B € L elemmel, melynek minimdlpolinomja x™ — b alaki.

Bizonyitds. Vegylik észre, hogy ha ¢ egy primitiv n-edik egységgyok, akkor ¢ € K miatt
Npk(e) = €" = 1. Tehat Hilbert 90-es tétele szerint van olyan 0 # 8 € L, melyre 3/0(3) =
= ¢. Ekkor 0/() = B, azaz 8 minimalpolinomja mg(z) = [[I=, (v — ') = 2" — " € K|[x]
(hiszen /() mind kiilonboz6), azaz b = " € K. O

2.3.10. Tétel (Normal bazis-). Legyen L/K eqy véges Galois-bovités és G = Gal(L/K).
Ekkor van olyan B € L, melyre a {o(8) | 0 € G} halmaz K-linedrisan figgetlen, tehdat L egy
K feletti bdzisdt alkotja. Egy ilyen bdzist L/ K norméal bazisdnak neveziink.

Bizonyitds. A bizonyitas két esetbdl all.

1. eset: |K| végtelen. Mivel L/K Galois, specidlisan szeparébilis, ezért van olyan « €
€ L, melyre L = K(«a). Legyen f(z) € K[z] az a minimalpolinomja. Ez L {6lott f(z) =
= [, (z — a;) gyoktényezsk szorzatara bomlik (o = ), hiszen L/K Galois bévités. Legyen
gl<$> = % € L[ilj'] Ekkor

>_gi(z) =1, (2.1)
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hiszen az 1 — ", g;(z) egy legfeljebb n — 1-edfokt polinom, ami az aq, ..., o, n killonb6zé
helyen elttinik. Masrészt

_ {o mod (f(z))  haij 2.9

gi(x)g;(x) = gi(x) mod (f(x)) hai=j

Valoban, g;(z)g;(x)-nek gydke as, ..., an, ha i # j. Ha pedig i = j, akkor g;()? — g;(z)-nek
gyoke minden oy, (k= 1,...,n), hiszen g;(c;)? = g;(o;) = 1 és k # i-re g;(ay) = 0.

Legyen most Gal(L/K) = {id = 0y1,...,0,} és a; = 0;(a) € L. Képzziik az A € L]z|""
matrixot a kovetkez6képpen: legyen az i-edik sor j-edik eleme o;(0;(g1(x))) € L[z]. Ekkor az
és azonossagok épp azt mutatjak, hogy ATA =1 mod (f(x)) (itt I az egységmat-

rix). Valoban, vegytik észre, hogy o;(g1(x)) = e (a)f)(é)_a_ @y = gi(z), mivel f(x) egyiitthatoi

K-bol valok, specidlisan minden o, fixalja Sket. Tehat AT A foatlojaban Y ;- | g;(z)? all, ami
és kombinalasaval 1-gyel kongruens modulo (f(z)). A f6atlon kiviili elemek pedig
gi(z)g;(z) alaku tagok dsszegei, ahol ¢ # j, tehat oszthatok f(z)-szel. Specialisan det(A)? =
= det(ATA) =1 (mod (f(x))), azaz nem lehet azonosan 0, igy det(A) sem azonosan 0. Mivel
K végtelen, van olyan v € K, melyre det(A(vy)) = det(c;0,(g1(7)))i; # 0. Ekkor a 8 = ¢1(7)
valasztassal tegyiik fel, hogy ajo1(8)+- - -+ a,0,(8) = 0 valamilyen ay, . .., a, € K elemekkel.
Erre a 0; automorfizmust rdalkalmazva azt kapjuk, hogy > 77, a;0:0;(8) = 0, hiszen 0;(a;) =
ax
=a; (a; € K). Ez pedig azt jelenti, hogy A(vy) | : | =0, azaz a; = --- = a, = 0, mert A(7)
Qp,
invertalhato. Azt kaptuk, hogy o1(8), ..., 0,(3) linearisan fliiggetlen K folott, azaz egy bazisa
L-nek, mint K feletti vektortérnek.

2. eset: |K| = q = p/ véges. Ekkor Gal(L/K)-t generélja a g-Frobenius Frob,, melynek
rendje n = |L : K|. A Dedekind Lemma miatt id, Frob,, ... ,Frobgf1 linearisan fiiggetlen
L felett, specialisan Frob, minimalpolinomja minimum n-edfokt. Viszont Frob) = id, tehat
Frob,: L — L K-lineéris leképezés minimalpolinomja ™ — 1. Tekintsiik L-et a K[z]| polinom-
gytrd feletti modulusnak, ahol az x-szel val6 szorzas a Frob, linearis leképezés. A féidealgytird
feletti modulusok alaptételébdl kovetkezik, hogy L = @;_, K|z|/(fi(x)) primhatvanyrendid
ciklikusak direkt Osszegeként irhato, ahol raadéasul az f;(x)-ek legkisebb kozos tobbszorose
a" —1és >, deg(fi) = dimg L = n. Tehat ha 2" —1 =[], g;(2)" a K feletti irreducibilisekre
val6 felbontas, akkor minden j-re van olyan i, melyre g;(x)" | f;(x). De ekkor g;(z)™ = fi(z),
mivel » . njdegg; = n = ) deg(fi). Specidlisan L = @, K[z]/(g;(x)"™ = Klz]/(z" — 1).
Ha € L az 1 + (2" — 1) képe ennél az izomorfizmusnal, akkor z* képe éppen Frob]; (B), és
B, Frob,(B), ... ,Frobgfl(ﬁ) bazis L-ben, hiszen 1,z,..., 2" ! bazis K[z]/(z" — 1)-ben. [

Legyen L/K egy véges Galois-bdvités, G := Gal(L/K). Ekkor L-en hat a G csoport K-
linearisan, azaz L, mint n-dimenziés K-vektortér, a G csoport egy reprezentéciojat alkotja. A
fenti tétel azt mutatja, hogy ha L-re mint a K G csoportalgebra feletti modulusra tekintiink,
akkor L =2 KG (mint KG feletti balmodulusok). Az izomorfizmust az KG 3 1 — f € L
leképezés szolgéaltatja. Tehat L termeészetes modon a G csoport regularis reprezentéacioja (egy
1 rangu szabad K G-modulus). Ez az &llitas fontos szerepet jatszik a Galois-kohomologiaban,
specialisan a Hilbert 90-es tétel altalanositasaiban arra az esetre, amikor GG nem feltétlentil cik-
likus. A kovetkez§ tételt is lehet a Galois-kohomologian (és a Norméal Bazis Tételen) keresztiil
bizonyitani, de mivel el¢bbit nem tanuljuk, ime egy elemi bizonyitas:

19



2.3.11. Tétel (Artin-Schreier-elmélet). Legyen L/K egy p-edfoki Galois bévitése p karakte-
risztikdju testeknek. Ekkor van olyan o € L, melynek minimdlpolinomja ¥ — x — a alakd.

Bizonyitds. Legyen Gal(L/K) = G, ekkor G egy p-edrendi csoport, tehat ciklikus. Jeloljiik
o-val az egyik generatorat. A Dedekind Lemma miatt 1,0,..., 0P ! linarisan fiiggetlen, tehat
o: L — L minimalpolinomja csak 2?7 — 1 = (x — 1) lehet. Tehéat (o — 1)(L) p — 1-dimenzios
(egyébként mar a p — l-edik hatvanya is 0 lenne), és tartalmazza K = Ker(o — 1)-et. Mivel
1 € K, ezért van olyan « € L, melyre o(a) — o = (0 — 1)(a) = 1. Ezt iteralva azt kapjuk,
hogy o'(a) = a + i mind kiilonh6z6k (i = 0,...,p — 1), tehat a minimélpolinomja [?—) (z —
—a—i)=(r—a) —(r—a) =a?—z—a (ahol a := o’ —a € K), hiszen y” —y = [[*2, (y — i)
a gyoktényezss felbontas p-karakterisztikaban. O
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3. fejezet

Algebrai egészek

3.1. Egész elemek gytirtib6vitésben

3.1.1. Definicié. Legyenek A < B kommutativ egységelemes gytriik. Azt mondjuk, hogy a
b € B elem egész A folott, ha létezik olyan f(z) € A[z] normalt polinom, melyre f(b) = 0.
Azt mondjuk, hogy a B gyftri egész A felett, ha minden b € B egész.

3.1.2. Lemma. Legyen 1 € R egy tetszdleges kommutativ gyiri, és X € R™" eqy négy-
zetes mdatrix. Jelolje tovabba X* azt a mdtrixot, melynek i-edik soranak j-edik eleme az X
matrix j-edik soranak i-edik eleméhez tartozo eldjeles aldetermindnsa. Ekkor X X* = X*X =
= det(X)I, ahol I az egységmdtriz. Specidlisan ha v € R" egy oszlopvektor, melyre Xv = 0,
akkor det(X)v = 0.

Bizonyitds. Az els¢ allitds nem mas, mint az inverz matrix képlete linearis algebrabol. A
méasodik pedig kévetkezik az elsébdl, hiszen ha Xv = 0, akkor 0 = X*Xv = det(X)v. O

Az aldbbi lemma nem més, mint a testbévitések elméletébdl ismert fokszamtétel altalano-
sitasa gytrtkre. Persze itt gyengébb feltételbsl bizonyitunk gyengébb allitast.

3.1.3. Lemma. Gyiribovitésnél a moduluskénti végesen generdltsdg tranzitiv, azaz ha A <
< B < C egységelemes kommutativ gyirik, és B végesen generdlt mint A-modulus, C' pedig
végesen generdlt, mint B-modulus, akkor C' is végesen generdlt, mint A-modulus.

Bizonyitds. Ha B-t generalja x1, ...,z A folott, C-t pedig generadlja yy, ...,y B folott, akkor
{riy; | 1 <i <k, <j<I} generdlja C-t, mint A-modulust. O

3.1.4. Tétel. Legyenek A < B kommutativ egységelemes gyirik, és by,..., b, € B. Ekkor
Alby, ..., by, pontosan akkor végesen generdlt modulus A felett, ha a b; elemek egészek A felett

(i=1,...,n).

Bizonyitds. Tegyiik fel el6szor, hogy a b; elemek egészek A felett minden ¢ = 1,...,n-re. Ha
n = 1, akkor legyen b; minimalpolinomja m(x) = z* + a;2*~' + - - - + a;, (k-adfokt, normalt).
Ekkor 1,by, ..., 0" ! nyilvan generatorrendszer A[b;]-ben, mint A-modulusban: Egyrészt A[b,]
minden eleme felirhato f(b;) alakban, ahol f(z) € Alx]. Masrészt f(x)-et eloszthatjuk mara-
dékosan m(z)-szel, hiszen m normalt polinom, viszont f(x) = g(x)m(z)+ r(z) esetén nyilvan
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f(by) =r(b1), és r viszont mar legfeljebb k — 1-edfokt. Az indukcios 1épés kovetkezik a végesen
generaltsag tranzitivitasabol (3.1.3] Lemma).

A visszairanyhoz tegyiik fel, hogy wy, ..., w, egy véges generatorrendszer A[by, ..., b,|-ben,
mint A-modulusban, és legyen b € Alby,...,b,| tetsz6leges. Ekkor mivel {w; | i = 1,...,7}
generatorrendszer és bw; € Afby, ..., b,], ezért van olyan a;; € A (1 < 4,j < r), melyekre

bw; = Y i, ajw;. Ez pedig azt jelenti, hogy az X := bl — ((a;;)) méatrixra Xw = 0, ahol
w = (wi,...,w,)T € B". Tehdt a[3.1.2}es Lemma szerint det(X)w; = 0 minden i = 1,...,7-
re. Viszont {w;} egy generatorrendszer B-ben, ezért az 1 € B-t is ki lehet fejezni veliik,
specialisan det(X) = det(X) - 1 = 0. Viszont det(X) nem mas, mint egy A-beli egyiitthatos
normélt polinom b-ben, melynek b gyoke, tehat b egész A {0lott. n

3.1.5. Kovetkezmény. Ha b € Alby,...,b,], ahol by,... b, mind egész A felett, akkor b is
egész A felett. Specidlisan B azon elemei, melyek egészek A felett, részqgyirit alkotnak.

Bizonyitds. Valoban, ha by, by egész, akkor by & by, biby € A[by, by is az. O

3.1.6. Kovetkezmény. Az ,egészség” is tranzitiv: Ho A < B < C egységelemes kommutativ
gyirik, ahol B egész A folitt, C' pedig egész B folott, akkor C' is egész A folott.

Bizonyitds. Vegylink egy tetszéleges ¢ € C elemet. Ennek B feletti minimélpolinomjaban csak
véges sok B-beli egyiitthato szerepel (pl. by, bs, ..., b, ), ezek mindegyike egész A {6l6tt, ¢ pedig

egész mar Alby, ..., b,| f6lott is. Az allitas kovetkezik a végesen generaltsag tranzitivitasabol
és a3 4les Tételbol. O

Mivel egész gytirtibévitések egymésutanja is egész gytiriibGvités, ezért értelmes az aldbbi
definicio.

3.1.7. Definici6. Legyen A < B kommutativ egységelemes gytriik. Ekkor az
Ap :={b € B |begész A folott}

gytrtt nevezzilkk A egész lezdrtjanak B-ben. Ha B adott és ez nem vezet félreértéshez, gyakran
elhagyjuk a p indexet. Specialisan ha A integritési tartomény, K pedig a hanyadosteste, akkor
A = Ag-t A normalizdltjanak, vagy egész lezdrtjanak nevezziik. Ha Q < K egy (véges vagy
végtelen) testbdvités, akkor Z egész lezartjat K-ban a K-beli algebrai egészek gytrijének
hivijuk, és Zx =: Og-val jeloljiik. Z = Z¢ nem maés, mint az algebrai egészek gytirije. Egy A
integritasi tartomanyrol azt mondjuk, hogy egészre zdrt, ha A = A, ahol K a hanyadostest.

3.1.8. Példa. Az egész szamok Z gytrtje egészre zart. Ez nem mas, mint a racionélis gyok-
teszt: ha egy § racionalis szdm gyoke egy egész egylitthatos normalt polinomnak, akkor b
osztja a fGegyiitthatot, azaz b = +1.

3.2. Diszkriminans, egész bazis
Legyen L/ K egy véges szeparabilis bovités, a, . . ., a,, pedig bazis L-ben, mint K-vektortérben.

Jeloljiik tovabba Hompg (L, K) elemeit o7y, ..., 0,-nel. Vegyiik észre, hogy L/K szepardbilitasa
épp azt jelenti, hogy |Homg (L, K)| = |L : K| = n.
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3.2.1. Definicid. Az (ay,...,q,) bazis diszkrimindnsa

d(Ozl, c. ,Oln> = det((aiozj))ij s
azaz azon M matrix determindnsédnak négyzete, melynek i-edik sordnak j-edik eleme o;a;
(1<i,j<n).

Vegyiik észre, hogy a priori csak annyit tudunk, hogy d(as, . .., a,) € K. A kovetkezékben
a nyom segitségével belatjuk, hogy valojaban d(a, ..., a,) € K. Valoban,

Tr(ayoy) = de(@i&j) = Z(Ukai)(ak@j) ’

k=1

hiszen o}, egy testhomomorfizmus. Node ez azt jelenti, hogy ha az N maétrix i-edik soranak
j-edik eleme Tr(c;a;) € K, akkor N = MM, specialisan determinansa d(aq,...,qa,) =
= det(M)? = det(N) € K.

n—1

3.2.2. Példa. Ha pl. L = K(«a) egy elem altal generéalt, és a bazisunk elemei 1, v, ..., ",
akkor az M matrix egy Vandermonde-tipusii méatrix. Specialisan ha « szepardbilis K f6lott,
akkor Galois-konjugéltjai mind kiilonbozok, tehat d(1,a, ..., a" 1) # 0.

A fenti példan alapul az alabbi tétel:

3.2.3. Tétel. Legyen L/ K eqy véges szepardbilis bévités, melyben ay, . .., «, egy bazis. Ekkor
d(aq,...,ap) # 0. S6t, az L-en, mint K-vektortéren az (x,y) = Tr(zy) egy nemelfajulo
szimmetrikus bilinedris forma.

Bizonyitds. Mivel L/K szeparabilis (és véges), ezért egyszerd, azaz alkalmas o € L-lel L =
= K(«). Tehat ebben a bazisban a diszkriminans nem 0 a fenti példa miatt. Viszont ez
azt jelenti, hogy (z,y) egy nemelfajulo bilinearis forma, hiszen egy alkalmas béazisban vett
méatrixdnak nem 0 a determinénsa. Ebb&l viszont az is kovetkezik, hogy semmilyen bézisban
sem 0 a determinénsa, azaz d(a, ..., q,) # 0. ]

Vegyiik észre, hogy igy a diszkriminanson keresztiil (1j bizonyitast kaptunk Dedekind téte-
lére 6s Lemma), mely szerint Homg (L, K) elemei lineérisan fiiggetlenek. Valoban, ha
linearisan 6sszefiiggdk lennének, akkor az M matrix sorai is linearisan OsszefliggSk lennének,
holott det(M) # 0.

Mostantol legyen A egy egészre zdrt integritdsi tartomdny, melynek K-val jeloljik a ha-
nyadostestét. Legyen tovabba L/K egy véges szeparabilis bovités, melyben jeloljik B-vel az
A felett egész elemek részgytirtjét. Vegyiik észre, hogy mivel A egészre zart, ezért A = BN K.
Specialisan b € B esetén Try/k(b) és Nk (b) is A-ban van, hiszen mindketts egész A f6lott
(b konjugaltjainak, azaz egész elemeknek az Gsszege, ill. szorzata) és K-ban is van. Tovab-
ba ha b € B* (invertalhato elem), akkor b~' € B, azaz Ny k(b), Np/x(b™') € A, melyekre
1=N(1) = N(O)N(b™'), azaz N(b) € A*. Megforditva, ha N(b) € A, akkor alkalmas a €
€ Aelemmel 1 = a - [],cyom, (7 0(b), specidlisan b is invertalhaté B-ben, hiszen ebben a
szorzatban b is egy szorzotényezs. Egyszoval azt kaptuk, hogy b € B* < Ny k(b)) € A*.

Vegyiik észre tovabbé, hogy B hanyadosteste sziikségképpen L. S6t, L minden elemét
fel tudjuk irni b/a alakban, ahol b € B és 0 # a € A. Valoban, ha § (A-beli egyiitthatos)
miniméalpolinomjanak f6egyiitthatdja a, akkor af minimalpolinomja mar normélt, tehat a5 €
€ B. Specialisan az L/K bdvitésnek van B elemeibdl allo bazisa.

23



3.2.4. Allitas. Ha ay,...,a, € B egy bizisa L/K-nak és d = d(ay,...,ay), akkor dB C
CAo @ ... Ao, C B.

Bizonyitds. Mivel ay, ..., a, egy bazis L/K-ban, ezért linearisan fliggetlen K f{6lott, igy A
folott is. Specidlisan az Aaq +- - -+ Aa, Osszeg valoban direkt. A masodik tartalmazés trivialis,
hiszen ay, ..., «, € B. Az els6 tartalmazashoz legyen o = x101 4+ - -+ 2,0, € B (21, ..., 2, €
€ K). Ekkor minden j =1,... n-re

A > Trpk(oja) = ZTrL/K(aiaj)xi )

i=1
Tehat N = (Trp k(q;q;));; matrixszal No € A", ahol = (z1,...,x,)". Ezt megszorozva
N*-gal (N elGjeles aldeterminansaibol allo6 matrix) azt kapjuk, hogy dxr = det(N)z € A",
azaz dr; € Aminden i = 1,..., n-re. O

3.2.5. Definici6. A wy,...,w, € B elemeket a B egy A feletti egész bazisanak nevezziik, ha
B = Aw,; @ ... ® Aw,, azaz ha minden b € B egyértelmiien felirhaté b = ajw; + - - - + a,w,
alakban, ahol aq,...,a, € A.

Egész bazis nem mindig létezik, létezése azzal ekvivalens, hogy B egy szabad A-modulus.
Viszont ha A féidealgytirt, akkor minden végesen generalt torzibmentes modulus szabad,
specialisan B is, ahogy azt a kovetkez§ tétel allitja.

3.2.6. Tétel. Legyen A eqy egészre zart integritdsi tartomdny, melynek K a hdnyadosteste, és
legyen LK eqy véges szepardbilis bovités, melyben B az A feletti egészek részgyirije. Tegyiik
fel tovabba, hogy A fdidedlgyird. Ekkor minden 0 # M C L végesen generdlt B-részmodulus
(specidlisan M = B is) egy szabad |L : K|-rangi modulus A felett.

Bizonyitds. ElGszor vegyiik észre, hogy mivel M C L benne van egy testben, ezért M sziikség-
képpen torzibmentes, hiszen a testek 0-osztémentesek. Tovabba mivel M végesen generédlt B
folott, és B végesen generalt A folott, ezért M végesen generalt A folott is. Igy a foidealgytirt
feletti végesen generalt modulusok alaptétele (7.4.1-es tétel [7]-ben) miatt M (torzidmentes)
ciklikus modulusok direkt Gsszege, azaz szabad. Tehat mar csak azt kell belatnunk, hogy
rangja megegyezik az L/K bdvités fokaval.

Ha M = B, akkor a [3.2.4}es &llitas szerint rk(B) = rk(dB) < rk(Aa; & ... ® Aa,) =
=n < r1k(B), azaz rk(B) = n. Masrészt ha M tetszéleges végesen generéalt B-modulus, akkor
legyen mq,...,m, € M egy generatorrendszer B folott. Mivel L és igy M minden elemét fel

tudjuk irni egy B-beli és egy A-beli hanyadosaként, ezért a véges sok my, ..., m, generatorra
van egy kozos 0 # a € A elem, melyre am; € B (i = 1,...,r). Viszont ekkor aM C B.
Masrészt Bmy C M, azaz rk(B) = rk(amyB) < rk(aM) = rk(M) < rk(B). O

Hogyan taldlhatunk egész bdzist eqy gytribévitésben ? Az egyszertiség kedvéért legyen A =
=7, K/Q egy véges bdvités, melyben Ok az egészek gytirije. Vegyiik el6szor K-nak egy Oy
elemeibdl allo ay, . ..,y bazisat. Ilyet pl. gy kaphatunk, ha K-t K = Q(«) alakba irjuk,
ahol «v algebrai egész (ezt feltehetjiik, hiszen a-t megszorozhatjuk egész egytitthatés minimal-
polinomjanak fSegyiitthatojaval). Ekkor 1, ..., a" ! egy ilyen bazis lesz (n = |L : K|). Egy
ilyen a, . .., a, bézis esetén nyilvan Za; @ ... S Za,, C Ok. Masrészt legyen a = Y " | z;0; €
€ Ok (x1,...,2, € Q) és == (x1,...,7,)". Az M := ((Tr(va;))) € Z™™ matrix kisza-
molhatod véges id6 alatt, és a Tr(aq;) € Z osszefiiggéseket egybegytijtve azt kapjuk, hogy
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Mz € Z™. Ez ad egy felsé becslést az z; racionalis szamok nevezdire. A legtrivialisabb becs-
lés, hogy minden nevezs osztdja d = det(M)-nek, de egyes egyiitthatokra ennél joval jobbat
is kaphatunk az M matrix sorainak (egész egyiitthatos) Gaufs-eliminaciojaval (M-et mindig
fels6haromszog-alakra hozhatjuk tgy is, hogy sorokat permutalunk és sorokbol mésik sorok
egész szamszorosat vonjuk le). Tehat O elemeinek meghatarozéasat visszavezettiik arra, hogy
véges sok elemrdl kell eldénteni, hogy algebrai egész-e, hiszen Z" indexe M ~1Z"-ben véges,
mégpedig d. Valoban, mivel az algebrai egészek részgytriit alkotnak, ezért elegend6 minden
nemtrivialis mellékosztalybol egy-egy elemet megvizsgalni. S6t, ennek a d-rendd faktorcso-
portnak a részcsoportjait kell csak lefedni, amit megtehetiink ennél joval kevesebb elemmel is.
Vegylik észre, hogy ha csak azt a gyengébb allitast hasznalnank, hogy dx € Z", akkor d — 1
helyett d® — 1 darab elemet kellene megvizsgalnunk.

Hogyan donthetjik el eqy adott o € K elemrdl, hogy algebrai egész-e ¢ Az egyetlen biztos
modszer a minimalpolinomjanak vagy az a-val vald szorzéas, mint Q-linearis leképezés ka-
rakterisztikus polinomjanak meghatarozasa. Ha mar egyébként is ismeriink egy bazist, akkor
altalaban gyorsabb felirni az utobbi karakterisztikus polinomot, amihez csak aq;-t kell felir-
nunk az a, ..., q, bazisban minden i = 1,...,n-re. Viszont konkrét elemek esetében (f6leg
ha azt sejtjiik, hogy nem egészek) gyorsithatunk az eljarason. Egyrészt kihasznalhatjuk, hogy
az algebrai egészek gytrtit alkotnak, tehat az adott elemiink hatvanyainak is teljesitenie kell
a korabban a nevezékre adott feltételt. Gyakran az is hasznos, ha az elemnek csak a norméjat
irjuk fel, mar ebbdl is kideriil, hogy nem algebrai egész.

Hogyan hatdrozzuk meg az egész bazist, ha mdr van eqy sziikséges €s elégséges feltételiink
az a;-k (i = 1,...,n) egyiitthatdira ? Erre a legjobb modszer a [7] konyvben a f6idealgytird
feletti végesen generalt modulusuk (7.4.1-es) alaptételének algoritmikus bizonyitésa.

Az alabbi példaban a fenti modszer illusztraciojaként meghatéarozzuk Q(\/ﬁ) algebrai
egészeit.

3.2.7. Példa. K = Q(/13) algebrai egészeiben az 1 és az %ﬁ elemek egész bazist alkotnak.

Bizonyitds. Induljunk ki az 1,v/13 bézisbol. Mivel Tr(1) = 2 és Tr(v/13) = 0 (hiszen /13

konjugéltjai £4/13), ezért M = ((2) 206>' Legyen a + by/13 algebrai egész (a,b € Q), ekkor

2a € 7 és 26b € 7, tehat a = ay/2 és b = by /26 alakba irhato, ahol a;,b; € Z. Node a + bv/13
2 2
norméja (a + bv/13)(a — bv/13) = a2 — 1302 = 290 € 7 ezért 13 | b2, azaz 13 | by. Tehat

52
Ok C %ZEB %Z\/ 13, azaz csak 3 elemet kell megvizsgalnunk. Ezek koziil 1/2 és v/13/2 nyilvan
nem egész, de %ﬁ igen. O

3.2.8. Definicié. Legyen K/Q véges. A 0 # I C K végesen generalt Og-részmodulusokat
tortidedloknak nevezziik.

A Tétel szerint az I tortidealnak létezik egy oy, ..., o, bazisa Z {folott.
3.2.9. Allitas. A d(ay,...,a,) € Q szim nem fiigg a Z-bdzis vdlasztdsdtol.

Bizonyitds. Legyen o, ..., al egy masik bazis Z folott. Ekkor a S attérési matrix invertal-
hato Z f6lott, ezért determinansa +1. Az (z,y) = Tr(zy) bilinearis forma matrixa legyen
M az ay,...,q, bézisban, ill. M" az o}, ..., !, bazisban. Ekkor M’ = STMS, specialisan
d(cfy, ..., al) =det(M') = (det(S))* det(M) = d(av, - . ., ay). O

25



3.2.10. Definicid. Az [ tortidedl diszkrimindnsa d(I) := d(aq,...,a,), ahol aq,. .., tet-
sz6leges Z-béazis I-ben. A K szamtest diszkrimindnsa definicio szerint dg := d(Ok).

3.2.11. Allitas. Ha I C I' tértidedlok K-ban, akkor d(I) = |I' : I|>d(I"). Specidlisan az
|I' : I| index véges.

Bizonyitds. Legyen ay, ..., «, Z-bézis I-ben, o/, ..., al pedig I'-ben. Ha S az attérési mat-
rix, akkor d(I) = (det(S))%d(I"). Node S-et a ([7] 7.4.1. Tétel bizonyitasdnak mintajara)
elemi atalakitasokkal norméalakra lehet hozni, mely soran | det(S)| nem valtozik. Viszont a

normalalakban 16v6 S métrix determinansa nem mas, mint a komagjanak (azaz Coker(S) =
= 7" /Im(S)-nek) az elemszama, tehat |1’ : I| = | det(.5)]. O

3.3. Dedekind gyftirik, egyértelmi primfaktorizaci6 az ide-
alokra

Legyen K = Q(v/—5). Ebben az egészek gytirtije nem més, mint Ox = Z + Z+/—5.
Viszont 21 = 3 -7 = (1 + 2v/=5)(1 — 2v/=5). Konnyi szamolds mutatja, hogy ezek mind
felbonthatatlanok, tehdt nem teljesiil a szamelmélet alaptétele Z[/—5]-ben.

Legyen mostantol K/Q tetszéleges véges bovités, melyben Ok az egészek gytriije.

3.3.1. Tétel. Az Ok gyird noether, egészre zart, és minden O # P <Ok primidedl maximdalis
(azaz Ok Krull-dimenzidja 1).

Bizonyitds. Noether tulajdonsig: Legyen I <1 O egy ideal. Mivel Ok végesen generalt Z-
modulus, és Z noether, ezért I is végesen generalt, mint Z-modulus, specidlisan O felett
is.

Egészre zartsag: Definici6 szerint Ok nem mas, mint Z egész lezartja K-ban, tehat egészre
zart a[3.1.0] Kovetkezmény miatt.

Legyen P < Ok egy primideal. Ekkor O /P nullosztomentes, és a . Allitas miatt
O /P véges is. De ekkor Ok /P test, azaz P maximalis ideal. O

3.3.2. Definicié. Az R integritasi tartomany Dedekind gyiri, ha noether, egészre zart, és
minden # 0 primideal maximalis.

A célunk a kovetkezd tétel bizonyitasa:

3.3.3. Tétel. Egy tetszdleges O Dedekind gyidriben minden (0) # I # (1) idedl elddll prim-
idedlok szorzataként. Az elddllitdas sorrendtdl eltekintve egyértelmd.

3.3.4. Lemma. Minden I < O idedlra léteznek olyan P, ..., P, (nem feltétlenil kilonbozd,
de # 0) primidedlok, melyekre [ O Py ... P,.

Bizonyitds. Mivel O noether, ezért az idedlokra teljesiil a maximumfeltétel. Tehat ha van
olyan ideal, ami nem teljesiti a feladat allitasat, akkor van ilyen maximalis is. Legyen I tehéat
maximalis, melyre nincsenek ilyen primidealok. Ekkor I nem lehet primideal, hiszen akkor
az allitas trividlisan teljesiilne P, = I-vel. Viszont ekkor van olyan by,by € O\ I elem,
melyre bjby € I. Ekkor I C (b;) + I (i = 1,2) és I maximalitdsa miatt van olyan Py,..., P,
és P|,..., P primek, melyekre P,... P, C I + (b)) és P{... P, C I + (by). Viszont ekkor
P .. PP ...P.C(I+4(b))(I+ (by)) CI. O
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3.3.5. Definicid. Legyen 0 # I <1 O egy ideal. Ekkor I™! := {x € K | zI C O} halmaz az
I idedl inverze (itt K az O hanyadosteste). Ez egy végesen generalt O-részmodulus K-ban,
azaz tortideal.

3.3.6. Lemma. Legyen 0 # I < O egy idedl, illetve 0 # P eqy primidedl O-ban. Ekkor
p~t.= {Zaixi véges |a; € I, 0, € PP}y #1 .

Bizonyitds. Elészor belatjuk, hogy P~! # O. Legyen 0 # a € P. Ekkor van olyan P, ..., P,
primideal O-ban, melyre P ... P, C (a) C P. Feltehetjiik, hogy ez a szorzat rovidithetetlen.
Ekkor mivel P prim, ezért van olyan i, melyre P; C P, azaz mivel P, maximalis, ezért P, =
= P. Tehat pl. P, = P és a szorzat rovidithetetlensége miatt P, ... P, Z (a). Azaz van olyan
be P,...P,, melyreb ¢ (a), azaz a'b ¢ O. Masrészt bP C P ... P, C (a), ezért a”'b € P~1.

Most tegyiik fel, hogy 0 # I<10 egy olyan ideal, melyre I P! = I. Mivel O noether, ezért I-
nek van egy véges, o, .. ., a, generatorrendszere. Legyen b € P~'\ O. Ekkor by, = Y7 | ¢
alkalmas ¢;; € O elemekkel, hiszen ba; € P~ = I, és ay, ..., q, generatorrendszer I-ben.
Node ekkor b gydke a ((c;;)) matrix karakterisztikus polinomjanak, specialisan egész O felett,
azaz b € O, hiszen O egészre zart. Ez ellentmondas, tehat eredeti feltevésiink hamis volt, azaz
IP~1 41, m

A[3.3.3. Tétel bizonyitdsa. Létezés: Legyen (0), (1) # I <O egy ideal. Tegyiik fel indirekten,
hogy I nem &ll el§ primideédlok szorzataként. Mivel O-ban az ideédlokra teljesiil a maximum
feltétel, ezért feltehetjiik, hogy I maximalis ezzel a tulajdonsaggal. Mivel I # (1) = O, ezért [
benne van egy P maximélis idealban. A [3.3.6] Lemma miatt O C P~'és I C IP~' C PP~ C
C 0. Igy I maximalitasa miatt /P~* = P, ... P, felithat6 primidealok szorzataként. Ugyanezt
a lemmat alkalmazva I = P-vel azt kapjuk, hogy P C PP~1 C O. Mivel P maximalis ideal,
ezért PP~! = O. Tehat azt kapjuk, hogy I = IPP~' = P, ... P,P.

Egyértelmtiség: Legyen P; ... P, = @1 ... Q} két kiillonbozs feliras primidealok szorzaté-
ra. Ekkor P D ()1 ...Qy, ezért van olyan 1 < i < k, melyre P; D @);. De (); maximalis, ezért
P, = Q;. Mindkét oldalt megszorozva P; '-zel az &llitas n szerinti indukcioval adodik. ]

3.3.7. Allitas. Egy 0 # A < K O-részmodulus pontosan akkor tortidedl (azaz végesen gene-
rdlt), ha van olyan 0 # ¢ € O, melyre cA C O.

Bizonyitds. <: Ha vanilyen 0 # ¢ € O, akkor A C 1/cO. Viszont 1/cO egy elemmel generalt,
és O noether, ezért A is végesen generalt. =: Ha A tortidedl, akkor elég a generatorainak
talalnunk egy kozos ¢ nevez6t, azzal beszorozva cA C O. [

3.3.8. Allitas. A (0)-tol kiilonbozé tortidedlok halmaza Abel-csoportot alkot a szorzdsra nézve.
Jele: Jx (idedlcsoport). Az egységelem (1) = O, inverz: 7' ={z € K | I C O}.

Bizonyitds. Az asszociativitas és a kommutativitas vilagos, mint ahogy I(1) = [ is. Primide&-
lokra mar lattuk, hogy PP~! = (1), tovabba minden A <1 O egész ideél primidealok szorzata:
A=P,...P, tehat ha B = P['... P! akkor AB = BA = (1). Viszont azt is be kell 14t-
nunk, hogy a fenti képlet (I = A-val) megadja B-t. Mivel AB = O, ezért B C A~!. Masrészt
x € AV esetén 2A C O, ezért « € 20 = 2AB C B, azaz B = A~!. Tehat az allitast egész

idealokra belattuk, egy I tortideal viszont I = ¢! A alakba frhato, ahol A < O. n
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3.3.9. Kovetkezmény. Dedekind gyiriben minden I # (0) tortidedl egyértelmien irhato
I =P ... P% alakban, ahol P; < O primidedlok és o; € Z (i=1,...,n).

3.3.10. Definicié. Az Ok Dedekind gytiri osztdlycsoportja a Cly = Jx /Py faktorcsoport,
ahol Pk a tortfdidealok (azaz cO alaku tortidedlok) részesoportja Jx-ban.

3.3.11. Allitas. Az
120 =K"= Jr = Clg =1
sorozat egzakt.

Bizonyitds. Az O*-nél és Clg-nal vilagos az egzaktsag. A K* — Jg leképezés egy ¢ € K*
elemet az altala generdlt cO f6idealba képez. Tehat képe éppen Pk, magja pedig azon c
elemekbdl all, melyekre cO = O, azaz O egységeibdl. O

3.3.12. Allitas. Egy O Dedekind gytrire a kovetkezdk ekvivalensek:
(1) Clic = {1}

(2) O féidedlgyiird,

(3) O-ban elemekre is igaz a szamelmélet alaptétele.

Bizonyitds. Definicio szerint Clx = {1} & Jxg = Pk pontosan akkor teljesiil, ha minden
tortideal fGideal. Ekkor persze O f6idedlgytiri. Viszont ha O fidealgytirtd, akkor a tortidealok
is generalhatok egy elemmel, hiszen ezek egész idealok hanyadosai. Tehat (1) < (2). Tovabba
(2) = (3) klasszikus (Isd. [7] 5.5.8. Kévetkezmény). A (3) = (2) irdnyhoz elég belatni, hogy
minden primideal f6ideal, hiszen ilyenek szorzataként minden ideél elGall. Legyen 0 # P tehat
egy primidedl és vegylink egy 0 # a € P elemet. (3) miatt ezt el§ tudjuk allitani a = p; ... p,
alakban, ahol p; € O primek. Mivel P primideél, ezért van olyan i € {1,...,n}, melyre p; €
€ P, azaz (p;) C P. Node az O Dedekind gytirtiben minden primideal maximalis, tehat (p;)
is, ezért (p;) = P. O

3.4. Racsok és Minkowski-elmélet

A kovetkezs célunk az, hogy belassuk, hogy K/Q véges bdvités esetén az Ok gytri osz-
talycsoportja véges. Ehhez sziikségiink van némi konvex geometriara.

3.4.1. Definicié. Legyen V' egy végesdimenzios vektortér R felett és n := dim V. Z-rdcsnak
hivjuk V egy
I'=%Zvi+...2v,

alakt additiv részcsoportjat, ha a vy, ..., v,, vektorok linearisan fiiggetlenek. Ha n = m, akkor
azt mondjuk, hogy a racs teljes. (Ilyenkor azt is mondjuk, hogy I' egy Z-struktura V-n.) A
[ racs fundamentdlis tartomdnydnak a ® = {z1v1 + ... 2pvy | 0 < 2z, < 1,0 = 1,...,m}

halmazt nevezzik.

Vegyiik észre, hogy I' pontosan akkor teljes, ha UWGF(@ +7)=V.
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3.4.2. Allitas. Egy I' additiv részcsoport V-ben pontosan akkor rdcs, ha a V-b6l orokolt
topologidban diszkrét.

Bizonyitds. Valoban, ha a vy, ..., v, vektorok linearisan fliggetlenek, akkor az altaluk generalt
additiv részcsoport diszkrét. Visszafelé legyen I' diszkrét. Belatjuk, hogy ekkor racs. Legyen
eloszor Vi a I' elemei altal generélt altér és m := dim V. Mivel I" generatorrendszer Vy-ban,
ezért van olyan uq,...,u,, € I', ami bazis V-ban. Legyen I'y := Zuy + - - - 4+ Zu,,, < I'. Ekkor
Vo/To egy m-dimenziés torusz, specialisan kompakt. Ebben I'/Ty egy diszkrét részhalmaz,
tehat véges. Ekkor viszont a |I'/Tg| egész szammal vald szorzas I'-t Ty egy részcsoportjaba
képezi injektiven, tehat I' is egy véges rangu szabad Abel csoport. O]

3.4.3. Lemma. Egy I' C V' rdcs pontosan akkor teljes, ha van olyan M C V' korldtos rész-
halmaz, melyre V- =J, (M + 7).

Bizonyitds. Ha I' teljes, akkor M = ® jo6 lesz.

Visszafelé legyen M korlatos, melyre V' = |J .p(M + ), és legyen Vy := RI" a I' dltal
generalt altér, tovabba v € V tetsz6leges. Ekkor M tulajdonsaga miatt minden k& € N szamra
van olyan ay € M és v, € I', melyre kv = ay + ;. Ekkor

a1 ok Ye .k
v—’}ggok(kv)_h]gn . —i-h]in . _111?1 ? eW
hiszen Vj zart és M korlatossdga miatt limy & = 0. H

Legyen mostantol I' egy teljes racs. Ekkor a & paralelepipedon térfogata nem mas, mint
a vi,..., v, oszlopvektorokbol all6 matrix determinédnsénak abszoliutértéke. Ezt nevezziik I’
térfogatanak és vol(I')-val jeloljiik. Vegyiik észre, hogy ez fiiggetlen a bazis (és igy ®) va-
lasztasatol, hiszen az attérési matrix egy masik béazisra GL,(Z)-ben van, tehat egységnyi
determinéns.

3.4.4. Tétel (Minkowski-féle racspont-). Legyen I' C V' egy teljes rdcs, X pedig eqy konver,
origora kézéppontosan szimmetrikus részhalmaz, melyre vol(X) > 2"vol(T"). Ekkor az X -ben
van az origon kivil is rdcspont.

Bizonyitds. Elég belatni, hogy van olyan v, # v, € I', melyekre

(%X+71)ﬂ(%X+72)7£®-

Valoban, ha x1/2 + 71 = 22/2 + 79, akkor v := v — 72 = (x2 — 21)/2 € X NT. Tegyiik fel
tehat, hogy a X + (v € I') halmazok paronként diszjunktak. Ekkor

vol(®) > ) " vol(@ N (%X +9)) =) _vol((® —7y)N %X) -

vyel yerl

= vol (U (®—~)N %X) = Vol(lX) = ivol(X) :

2
yel

ami ellentmond a feltevésnek. O]
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3.5. Az osztalyszam becslése

Legyen most K/Q egy véges, n-foka bévités. Ekkor a Homg(K, C) halmaz pontosan n
elemt, hiszen K/Q szeparébilis, C pedig algebrailag zart. Legyen K¢ := HoeHomQ(K@C
testek direkt szorzata (mint gytird). Tekintsiik tovabba a

jK — K(C
a = (d(a)e=(..,0),...)

gytirthomomorfizmust. Ertelmezziik tovabba Kc-n a (z,y) := >__ 2,7, hermite-ikus bilinedris
forméat. Vegytik észre, hogy a kételemii csoport Gal(C/R) = {id, F'} hat Kc-n a kovetkezd-
képpen: z € K¢ esetén legyen F'z o-hoz tartozo koordinatéja (F'z), :=Z7. Iltt ¢ az a K — C
Q-homomorfizmus, melyre (o) = o(a) ha o € K. Ekkor nyilvan

(Fa,Fy) =Y Tays = (x,y) = (y,7) . (3.1)

A konjugalas segitségével értelmezhetjiik K¢ valos elemeit a kdvetkezGképpen:
Kr:={z2€Kc|Fz=2z, azaz zz = Z,} .

Vegyiik észre, hogy minden o« € K-ra F(ja) = ja, tehat a j bedgyazas valojaban Kg-be
megy. Az is vilagos, hogy K egy részgylrid Kc-ben. S6t, a azonossag miatt a (-, -)
megszoritdsa Kr-re egy Kgr X Kr — R skalaris szorzas a Kr R feletti vektortéren. Ez lesz
a Minkowski-teriink, melyre az el6z6 fejezet konvex geometriai tételét fogjuk alkalmazni. A
térfogatot egyértelmiien meghatarozza a (-, -) skalarszorzas.

Legyen tovabba Tr: K¢ — C Tr(z) := ) 2, a nyomfiiggvény Kc-n. Vegyiik észre, hogy
a K/Q bévitéshez tartozo relativ nyomfiiggvény nem més, mint Trg/ = Tro j. S6t, a Tr
C-lineéris leképezést Kg-re megszoritva egy Tr: Kr — R R-lineéris leképezést kapunk.

Jeloljik py, ..., po-rel azon Homg (K, C)-beli elemeket, melyek értékkészlete valos. Jeloljitk
tovabba 01,77, ..., 05, 05-sel azon konjugalt parokat Homg (K, C)-ban, melyek értékkészlete
nem valds. Ekkor nyilvan n = r + 2s a bgvités foka. Ekkor nyilvan

Kp={(z:); € Kc=][[Clz, €R 2 =%, (i=1,....r, j=1,....9)}.

3.5.1. Definici6é. Azt mondjuk, hogy K teljesen wvalds, ha s = 0. K teljesen képzetes, ha
r=0.

A kovetkezékben valasztani fogunk egy bézist Kg-ben (azaz Kg-et azonositjuk R™2*-nel),
amiben kényelmesen szdmolni tudunk.

3.5.2. Lemma. Az
[ Ke — [J[R=R"*>

(zr) = (zr)
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leképezés egy vektortérizomorfizmus, ahol x,, = z,, (i = 1,...,1) és 15, = R(25,), 157 =
=S(20;) (=1,...,8). Bz az izomorfizmus a (-,-) skaldrszorzatot a

(l’, y) = Z ArTrYr

skaldrszorzatba viszi, ahol o, =1 ha T valds, és o, = 2, ha T komplex.
Bizonyitds. Az izomorfizmus vilagos, mint ahogy a,, =1 (i =1,...,7) is. A fenti paraméte-
rezéssel f(z) = x és f(2') = o' valasztassal z, = v, + 251, 25 = Ty — T5l, 2, = 2 + xLi és
2L =l — ali. Tehat

2o 2+ 252t = (2o + 151) (2], — 204) + (25 — 250) (2, 4+ 2L0) = 22,2), + 2w50L .

]

Tehét az (-,-) Minkowski-féle kanonikus metrika R™*25-en eltér a szokasostol. Az altala
meghatarozott kanonikus térfogatra volpe,(X) = (v/2)%volie(f(X)) teljesiil, ahol volz, a
Lebesgue mérték R™25-en.

3.5.3. Allitas. Legyen 0 # A<Og egy idedl. Ekkor T := j(A) egy teljes rics Kg-ben, melynck
térfogata vol(I') = +/|dk||Ok : A|.

Bizonyitds. Vegytink egy Z {olotti oy, ..., «, bazist A-ban, valamint legyen M = ((1;c))i-
Ekkor A diszkriminansa

d(A) =d(a,...,a,) = (det M)* = |Ok : AlPdy .

Masrészt vol(T') nem més, mint a j(a;) € R™™% (i = 1,...,n) vektorok altal kifeszitett pa-
ralelepipedon térfogata a Minkowski-metrikaban. Tehat ha Minkowski-metrika szerinti orton-
ormélt bazisban felirjuk a j(«;) oszlopvektorokat, akkor a kapott C' matrix determinansanak
abszolutértéke a keresett térfogat. Tehat ha N = ((j(ay),j(ax)))ix = CCT jeldli a Gram-
métrixot, akkor vol(T')? = det(C)? = det(N). Node (j(a),j(ax)) = Y1, mi(ai)7i(eu), ami
azt jelenti, hogy N = MMT, azaz vol(I') = | det(M)|. O
3.5.4. Tétel. Legyen 0 # A < Ok egy tetszdleges idedl, és ¢, > 0 (1 € Homg(K,C)) valds
szdmok, melyekre ¢, = c= €s

2 S
I = (;) V]dk||Ok : A .
T€Homg(K,C)

Ekkor van olyan 0 # « € A, melyre |T(a)| < ¢, minden 7 € Homg(K, C)-re.

Bizonyitds. Vegyik az X = {z € Kg | |2;| < ¢-(7 € Homg(K, C))} konvex, origora szimmet-
rikus halmazt. Ekkor a[3.5.2l Lemmaéaban levé f atparaméterezéssel

FXO) ={ze[[R||z,] <cpésal +al<cl (i=1,...r j=1..5)}.

T

Ennek kanonikus térfogata

T S

vol(X) = 2°vole(f(X)) = 2° [ [(2c,) [ [(mc2) =277 [ & > 2"vol(D) .
i=1 j=1 T€Homg(K,C)
A tétel kovetkezik a Minkowski-féle racsponttételbdl ((3.4.4]). O
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3.5.5. Definicio. Az M(A) := |Ok : A| € N szamot az A ideél abszolut norméjanak nevez-
zuk.

Vegyiik észre, hogy ha A = («) egy féideal, akkor 9((«r)) = |Ng/g(cr)|. Valoban, legyen
Wi, ..., wy, egész bazis Ok-ban, ekkor awy,...,aw, pedig egész bazis («)-ban. Az attérési
matrix pedig nem més, mint az a-val vald szorzas maétrixa. Az allitas kovetkezik a [3.2.11]

T s

3.5.6. Allitas. Legyen A = P/ ... P" a primfelbontdsa az A # 0 idedlnak. Ekkor M(A) =
= [I._, (P,)". Specidlisan az abszohit norma multiplikativ.

Bizonyitds. A kinai maradéktétel szerint O /A = @._, O/P/. Tehat az allitast elég prim-
hatvanyokra belatni. Ha pedig P egy primideal, akkor az egyértelmd primfelbontas miatt van
idedloknak egy ldnca:
Oxk2P2P*2---2P.

Itt a P?/ P! részfaktorok mind 1-dimenziés vektorterek O /P f6l6tt. Valoban, ha vesziink
egy tetszleges a € P'\ P! elemet, akkor P* O P + (o) 2 P, Ezt megszorozva P~'-vel
azt kapjuk, hogy O 2 (P + (a))P~" 2 P. Node P maximalis ideal, tehat P* = P! +
+(a), azaz a+ P! generélja a P!/ P! vektorteret. Viszont minden 1-dimenziés vektortérnek
ugyanannyi eleme van, mint az alaptestnek, ezért |Ok : A| = |Of : PJ”. ]

3.5.7. Kovetkezmény. Az abszolit norma kiterjed a tortidedlokra egy IN: Jx — Q* homo-
morfizmussd.

3.5.8. Lemma. Minden 0 # A < Ok idedlban van olyan 0 # o« € A elem, melyre

Miala)l < (2) Viddna)

Bizonyitds. Legyen € > 0 tetszGleges rogzitett, és valasszunk olyan 0 < ¢, = c= szdmokat gy,

hogy .
HCT _ (%) VIaRIR(A) + = |

Ekkor a [3.5.4] Tétel szerint van olyan o € A, melyre |7(a)| < ¢, minden 7 € Homg(K, C)-
re. Az allitas kovetkezik abbol az észrevételbdl, hogy Nk (o) = [, 7(«), ha e-nal tartunk
0-hoz. O

Elérkeztiink ebben a fejezetben a fétételiinkhoz:
3.5.9. Tétel. Ha K/Q egy véges bovités, akkor a Cly osztilycsoport véges.

Bizonyitds. Az els6 lépésben belatjuk, hogy adott M > 0 valos szamra csak véges sok A ideal
van Og-ban, melynek abszolut normajara 9t(A) < M. Mivel minden ideal elgall primidealok
szorzataként, és a norma egy 1-nél nagyobb egész szam, ezért elég belatni az allitast primide-
alokra. Viszont ha P egy primideéal melyre 91(P) < M, akkor Ok /P egy véges test, melynek
karakterisztikaja egy 0 < p primszam. Viszont ekkor (p) C P és p < |Ok/P| = N(P) < M.
Node fix M-re véges sok M-nél kisebb primszam van, és régzitett p prim is csak véges sok P
primidealban lehet benne: azokban, melyek szerepelnek (p) primtényezss felbontasaban.
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A mésodik lépésben azt latjuk be, hogy ha A < Ok egy tetszbleges idedl, akkor van olyan
A; ideal Ok-ban, melynek osztalya [A;] = [A] € Clg ¢és

ey < (2) Vidd =

Elszor is alkalmas v € Ok elemmel a B := yA™! tortidedl egy egész ideal (azaz C Ok). A
Lemma miatt van olyan a € B elem, melyre | Nk g(a)| < MN(B). Ez viszont azt jelenti,
hogy az A; = aB™! = ay ' A valasztassal M(A;) < M és [A;] = [A], hiszen hényadosuk az
(ay™1) foidedl. Be kell még latnunk, hogy A; egy egészideal. Ez viszont vilagos, hiszen (o) C B
miatt aB~! C Ok.

A két 1épésbdl nyilvanvaloan kovetkezik az allitas, hiszen ha végtelen sok ideédlosztaly
lenne, akkor végtelen sok ideal lenne M-nél kisebb norméaval. O]

3.5.10. Definicid. hi = |Clk| a K test osztdlyszdma.

A Minkowski-elmélet egy mésik fontos kovetkezménye a kovetkezs

3.5.11. Tétel. Legyen |K/Q| = n. Ekkor |dy|'/? > =% (%)n/g. Specidlisan |dk| — oo ha
n— 00 ésn > 1 esetén |dx| > 1.

Bizonyitds. Vegylink egy ¢ > 0 valos szamot és legyen ¢ = v n! (%)S V/|dk| + €. Tekintsiik
tovabba Kpr-ben az

Xi={(z)r € Kr | Y |z| <t}

centralszimmetrikus konvex tartoményt.

3.5.12. Lemma. Az X, tartomdny térfogata vol(X,) = 2"n* L.

n!

Bizonyitds. A[3.5.2] Lemma szerint paraméterezziik at Kg-et. Ekkor
FXG) ={ar e [IRID o+ 2¢/a2 + 22 < t}
T p o

és vol(X;) = 25volpe(f(Xt)). (A kettes szorzo Y, 24/x2 + z2-ben onnan jon, hogy |z,| =
= |zz| = /22 + 22.) A fenti térfogat kiszamolhato tgy, ha a o-tipusi koordinatakban atté-
riink polarkoordinatékra, és r és s szerinti indukciét alkalmazunk. A részletek kidolgozésat
az olvasora hagyjuk. O]

Legyen tovabba I' := j(Of) C Kg racs. Ekkor a . Allitas szerint vol(I') = +/|dx],
ezért t valasztasa és a Lemma miatt vol(X;) > 2"vol(I'). Igy a m Tétel miatt X;-ben van
az origotol kiilénb6z6 racspont, azaz van olyan 0 # o € Ok, melyre ) _|7(a)| < t. Viszont a
szamtani-mértani kozép kozti egyenlGtlenség szerint ekkor

t nl(2) ]dk|+¢
1 < [Ngjowl = [ Ir(@)] < = :

nn
Az éllitas adodik € — O-val, hiszen s < 2. n
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A fenti tétel segitségével effektiv becslést is adhatunk az osztalyszamra. Ennek illusztra-
lasaképpen legyen O a Q(+/—11) egészeinek gytrije. Belatjuk, hogy O fgidealgytird. A .
Tétel bizonyitasaban lattuk, hogy az osztalycsoport minden eleme reprezentalhato egy olyan
O-beli I idedllal, melynek abszolitnormaja 9(I) < (2)° /|dk|. Mivel K nem valds, ezért s =
=1, és mivel —11 =1 (mod 4), ezért O = Z[%_Tl], speciélisan diszkriminénsa —11. Tehat
minden idealosztalyban van egy olyan I ideal, melynek normaja < 27@ < 3. Viszont O-ban
egyaltalan nincs 2 normaju ideal: Tegyiik fel ugyanis, hogy O/I = Fy. Ekkor 2 € I. Viszont
O/(2) = Fofz]/(a? + x + 3) = Fy, hiszen =L minimélpolinomja 2> + x + 3, ami modulo
2 irreducibilis. Tehat (2) egy maximalis ideal O-ban, specidlisan O-ban nincs 2-indext ideal.
Igy O osztélycsoportjanak csak 1 eleme lehet, igy a Allitas miatt fsidealgytrd.

3.6. Multiplikativ Minkowski-elmélet, az egységcsoport

A Clg osztalycsoport végessége utan ratériink a Minkowski-elmélet mésik alkalmazas-
ara: belatjuk Dirichlet tételét a K-beli algebrai egészek egységeirsl. Ehhez sziikségiink lesz a
Minkowski-elmélet multiplikativ verzidjara, melyet a tovabbiakban felépitiink.

A j: K — K¢ gytrihomomorfizmus indukal egy j: K* — K7 leképezést a multiplikativ
csoportokon is. Tovabbé tekintsiik a

N: K — C~©

(Z’T)T = H Zr

homomorfizmust. Nyilvan N o j = Ng/q. Legyen tovabba
(=log|-|: K — [[R

(zr)r = (log|z); .

Mivel a logaritmus szorzatot Osszegbe visz, ezért kapunk egy

K<L KX 5% TR (3.2)

woo| ] e

Q* Cx log || R

kommutativ diagramot. A diagramban minden csoporton hat a komplex konjugalas (azaz
Gal(C/R)) — a hatast K *-en és Q*-en trivialisnak értelmezziik, K¢-n a hatast mar megadtuk
az el6z6 fejezetben, [ R-en pedig Gal(C/R) csak a 7: K — C Q-homomorfizmusok permu-
talja. Azt is konnyt latni, hogy a diagramban minden leképezés Gal(C/R)-ekvivarians,
azaz a leképezések felcserélhetdk a komplex konjugalassal. Tehat ha [[[ R]*-szal jeloljik a
komplex konjugalés fixpontjainak halmazat [ R-en, akkor az alabbi kommutativ diagramot
kapjuk:

KX~ Ky —5 [T, R]* (3.3)

| ]

Q~ RX log || R




Ha pq,..., p-rel jeloljiik a valés 7-kat, 01,07, ...,0s 0s-tal pedig a komplex konjugélt
parokat, akkor [[[ R]*-t jellemezhetjiik a kévetkezdképpen:

TR =R x [[R xR,

ahol [R x R]* = {(z,z) € R x R}. Tovabba [R x R]"-t azonosithatjuk R-rel is az (z, z) — 2z
leképezésen keresztiil, ami egy [[[. R]* = R""* azonositéast eredményez. Ennél az azonositasnal

és a Kg 2 R™?2* azonositassal az (: Kg — [I[. R]* leképezés

%)

l(z) = (log |zp, |, ..., log|z,, |, log |m01|2, ..., log |z,

alakba frhato.

Vegyiik észre, hogy ha ¢ € Oy, akkor Ng/g(e) = =£1. Specilisan ¢ o j(¢) benne van
Tr: [[[. R]|* — R magjaban. Jelolje H = Ker(Tr) ezt a magot. Ez egy r + s — 1-dimenzios
hipersik [[[. R]*-ban. Jelélje tovabba S < Ky a %1 normaju elemek részcsoportjat, azaz
S =/("1H).

A tovabbiakban a célunk az lesz, hogy belassuk, hogy I' :== ¢(j(Oj)) egy teljes racs H-
ban, toviabba ¢ o j magja pontosan a Ox-beli véges rendd elemekbdl all. Specidlisan O
egy dim H = r + s — l-rangu Abel-csoport. Jeloljik u(K)-val a K-ban levd egységgyokok
csoportjat. Ezek mind algebrai egészek, hiszen gydkei az 2% — 1 € Z[z] polinomnak alkalmas
k pozitiv egész szammal.

3.6.1. Lemma. Az 1 — u(K) — Ox T =0 sorozat egzakt.

Bizonyitds. Azt kell belatnunk, hogy Ker(¢ o j) = u(K). A u(K) C Ker(f o j) tartalmazas
vilagos, hiszen ha € € u(K) egy egységgyok, akkor |7(e)| = 1, azaz £(j(¢)), = log|r(e)] =0
minden 7 € Homg (K, C)-re, azaz ¢ € Ker(¢ o j).

Visszafelé, ha a € O benne van foj magjaban, akkor |7(a)| = 1 minden 7 € Homg (X, C).
De ekkor |7(a*)| = 1 minden k > 1 egészre. Speciélisan a j(a*) benne van Ky egy korlatos
tartomanyaban. De mivel j(Og) C Kg diszkrét, ezért j(a) hatvanyai egy véges halmazt
alkotnak, specidlisan o egy egységgyok. O

3.6.2. Allitas. AT C H egy teljes rdacs H-ban. Specidlisan T' = 77+~

Bizonyitds. El6szor belatjuk, hogy I' egy racs, azaz egy diszkrét részcsoport H-ban. Azt kell
belatni, hogy minden ¢ > 0 valos szamra az X. = {(z;), € [[. R | |z;] < ¢ minden 7 €
€ Homg (K, C)} korlatos tartomany metszete I'-val véges. Node £(j(a)) € X, azt jelenti, hogy
|log |[T(a)|| < ¢, azaz e™¢ < |T(a)] < €. De ez egy korlatos tartomény Kg-ben, ezért véges
sok pontot tartalmazhat a j(Of) racsbol.

A teljességhez konstrudlnunk kell egy olyan M C H korlatos halmazt, melynek I' elemeivel
valo eltoltjai lefedik H-t. El6szor valasszunk minden 7 € Homg (K, C)-re egy-egy ¢, > 0 valos
szamot ugy, hogy ¢; = ¢z és C =[] ¢, > (%)S V/|dk|. Tekintsiik az

X ={(2)r € Kr | |2] <7}

részhalmazt Kg-ben. A [3.5.9] Tétel bizonyitdsahoz hasonléan asszocialtsag erejéig véges sok
olyan a € Ok elem van, melynek norméja [Nk g(a)| < C, hiszen idealbol is véges sok van,
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aminek a norméja kisebb, mint C'. Legyenek ezek az elemek oy, ..., a,, és legyen

M =(T) =1¢ (s n (6 Xj(aw)) .

=1

Belatjuk, hogy M teljesiti a kivant feltételeket. Egyrészt mivel X korlatos, ezért véges sok
eltoltjanak unioja is az, ezért M is korlatos. Masrészt legyen y = (y, ), € S tetszbleges (y € S
azt jelenti, hogy [[y. = £1). Ekkor

Xy™ = {(z0)r € Ka | |29] < e} = {(20)r € K | 2] < ey [} -

Mivel T, e-|y7t = I1, er > (2)° V/]dkl, ezért az m Lemma miatt van olyan o € Ok,
melyre j(a) € Xy~ '. Specialisan [N g(o)| < C, tehat van olyan ¢ € {1,...,m}, melyre

a és q; asszocidltak, azaz € := q;a~! € OF. Ez viszont azt jelenti, hogy o € Xy~ miatt
y € Xj(a)™ = Xj(a;1)j(e). Specidlisan S = Uan}X{ Tj(e), ezért H = £(S) = U, (M +
+ 7). O

A fenti allitas kozvetlen kovetkezménye az alabbi

3.6.3. Tétel. Az OF egységcsoport a u(K) véges csoport és 2=t direkt szorzatdval izomorf.

3.7. Dedekind gyftiriik és a lokalizalas

Legyen R egy egységelemes integritasi tartomany, 0 ¢ S C R pedig egy multiplikativan
zart halmaz, azaz 1 € S és sq, 59 € S esetén s155 € S. Ekkor az R gytirtd S-szerinti hdnyados-
gytrijének nevezziik az

RS = (RxS)/~

faktorhalmazt, ahol ~ a kovetkezs ekvivalenciarelaciot jeloli: (a,s) ~ (b,t) akkor és csak ak-
kor, ha at = bs. Ez valoban egy ekvivalenciarelacio: a reflexivitas és a szimmetria nyilvanvalo,
a tranzitivitashoz pedig legyen (a, s) ~ (b,t) és (b,t) ~ (c,u). Ekkor atu = bsu = bus = cts,
de mivel R nullosztomentes au = cs, azaz (a,s) ~ (c,u). Mostantol jeloljuk az (a,s) par
ekvivalenciosztalyat RS~'-ben S-sel és értelmezziik RS ~len a kovetkez6 miveleteket :

a+b B at + bs
S t st

a b B ab

s t = st

Konnyt szamolas mutatja (Isd. pl. S = R\ {0} esetben az 5.7.2. tétel bizonyitasat [7]-ben),
hogy ezek a miiveletek joldefinidltak és RS™! egy integritasi tartomany ezekkel a mtiveletekkel.
Tovabba R izomorf RS~ egy részgytirdjével, mégpedig az { alaku tortek részgytrdjével.

3.7.1. Allitas. Az

RS'>P — PNR<R
RST'>QS™ «— Q<R

leképezések kolesondsen egyértelmi megfeleltetést létesitenek RS primidedljai és R azon Q
primidedljai kozott, melyekre Q NS = (.
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Bizonyitds. Mivel R részgytrti RS™!-ben, ezért ezek a leképezések idealokhoz idealt rendel-
nek. Masrészt ha P <1 RS™! és Q <1 R primek, akkor

PNR = {aeR\gerindenseS—re};
s
QS = {geRS*l\aeQ}.

A (PN R)S™! = P egyenl6ség és a QS~' N R D Q tartalmazas vildgos, ezekhez nem is kell,

hogy P, illetve ) prim legyen. Ugyanakkor ha ¢ = r € R tgy, hogy a € Q és s € S, akkor

sr=a€ @Q,s ¢ miatt r € @, hiszen @ primideél. Tovabba ha 71,7 € R melyekre rry €

€ PN R, akkor ry és ry koziil valamelyik P-ben van, de ha pl. r; € P, akkor r; € PN R.
a b

Visszafelé legyen ¢,2 € RS melyekre 2 € QS~'. Ekkor van olyan a € @ és u € S, melyre

‘;—f = 2 azaz abu = ast € (). De mivel u € S, ezért u ¢ Q, ezért ab € @, tehét legalabb az
egyik a és b koziil -ban van, hiszen ) prim. ]
A legfontosabb példank az, amikor S = R\ p egy p primideal komplementere. Ebben az

esetben az RS™! gytirtt R,-vel jeloljiik, és az R p-szerinti lokalizaltjanak nevezziik.
3.7.2. Allitas. R, egy lokilis gytird, azaz egyetlen mazimdlis idedlja van, mégpedig pR,.

Bizonyitds. Valoban, pR, egy ideal R,-ben és minden ¢ elem, ami nincs benne p R,-ben inver-
talhato, hiszen a ¢ p miatt a € S, azaz ? is egy elem R,-ben, ami ¢ reciproka. Tehat minden
valodi idealja R,-nek benne van pRR,-ben, hiszen egyébként tartalmazna egy invertalhato ele-

met. Specialisan pR, az egyetlen maximalis ideal. m

Jeloljiik my-vel a pR, maximalis idealt. Ekkor van egy természetes injektiv gytiriihomo-
morfizmus R/p-bdl R, /m,-be. Tovabba az is latszik, hogy R,/m, minden eleme el§all R/p-beli
elemek hanyadosaként, azaz R,/m, nem mas, mint R/p hanyadosteste. Specialisan ha p egy
maximalis idedl R-ben, akkor R/p = R,/m,. S6t, igaz az alabbi

3.7.3. Allitas. Ha p egy mazimdlis idedl R-ben, akkor R/p™ = R,/m," minden n > 1-re.
Bizonyitds. Legyen
foR/p" = Ry/my"
a mod p" % mod m,"
gytrihomomorfizmus. Az f injektivitasa vildgos. A sziirjektivitashoz vegyiink egy % +m," €
€ R,/m," elemet. Mivel s € R\ p, ezért p" + sR = R, hiszen p"-ent csak a p maximalis ideél

tartalmazza, viszont s ¢ p. Tehat s + p” invertalhat6 R/p™-ben, igy inverzének a-szorosa épp
£+ m,"-re képzddik. O

3.7.4. Definici6. Azt mondjuk, hogy az O integritési tartomany egy diszkrét értékelésgyird
(DVR), ha lokalis féidealgytird. Specidlisan a p < O maximaélis idealt is egyetlen 7 elem
generalja.

Vegyiik észre, hogy mivel O {6idedlgytrt, ezért igaz benne a szamelmélet alaptétele. Vi-
szont csak egyetlen primelemiink van: 7, azaz minden a # 0 elem egyértelmten irhat6 a = en™
alakban, ahol € € O* egy egység és n > 0 egész.
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3.7.5. Definici6. Ha a = en”, akkor a v,(a) := n szamot az a (m-adikus) értékelésének
hivjuk.

Ekkor nyilvan (a) = p*=(®). Az értékelés nyilvan kiterjed O-rél a K hanyadostestre is egy
vy K — 7Z csoporthomomorfizmussa. Tovabba legyen v,(0) := oo. Ekkor nyilvan v, (a +
+b) > min(v.(a), v.(b)).

A tovabbiakban a célunk a kiovetkezd tétel bizonyitésa lesz:

3.7.6. Tétel. Egy O noether-féle integritdsi tartomdny pontosan akkor Dedekind gyird, ha
minden 0 # p < O primidedlra O, egy diszkrét értékelésgyidri.
A bizonyités el6készitéséhez sziikségiink van a kovetkezé — 6nmagaban is érdekes — allitas-

ra:

3.7.7. Allitas. Ha 0 ¢ S egy multiplikativan zdrt halmaz az O Dedekind gyirdben, akkor az
OS™ hdanyadosgyiird is Dedekind.

Bizonyitds. A [3.7.1] Allitas miatt OS~' minden primidealja maximalis. Mésrészt ha I <
< O87! egy ideal, akkor I = (I NO)S™!, azaz I-t is generaljak I N O generétorelemei, azaz
I végesen generalt, tehat OS~! noether. Végiil legyen o € K egész elem OS5~ f616tt, ahol K

a hanyadostest. Ekkor van olyan 2, ..., %= ¢ OS ~1 melyekre
0 Sn—1
Ay a
a4+ "t =0
Sn—1 S0

A fenti egyenletet (sq...s,_1)"-nel beszorozva azt kapjuk, hogy sq...s,_ja egész O felett,
de mivel O egészre zart, ezért O-ban van. Ez viszont azt jelenti, hogy a € OS5~ O

Ha O egy integritési tartomany, akkor jeloljik Spec(@)-val O primidealjainak halmazat.
3.7.8. Lemma. Ha O egy tetszdleges integritdsi tartomdny, akkor O = ﬂpespec(o) O,.

Bizonyitdis. A O C ﬂp O, tartalmazas vilagos. A masik iranyhoz legyen a € ﬂp O, \ O
tetszbleges és A== {f € O | o € O}. Ekkor 1 ¢ A< O. Tehat A benne van egy p maximalis
idedlban. Node a feltevés szerint o € O,. Tehat o = ¢ alakba irhato, ahol a € O és s € O\ p.
Viszont ez azt jelenti, hogy sa € O, azaz s € A C p, ami ellentmondas. O]

(3.7.0. Tétel bizonyitdsa. Elészor legyen O egy Dedekind gytri és p < O egy primideal. A
@ Allitas miatt O, is Dedekind gytrd. Tehat minden idealja az m, = pO, idealnak egy
hatvénya. Vegyiink egy tetszdleges m € m, \ m,? elemet. Ekkor (7) = m,* valamilyen k > 1-re,
de (m) ¢ my?, ezért () = m, f6idedl. Viszont ekkor m, minden hatvénya is f6idedl, ezért O,
fGidedlgyird.

Megforditva tegyiik fel, hogy O egy noethergytirt és tetsz6leges p << O primidedlra O,
egy diszkrét értékelésgytiri. Tegyiik fel tovabba, hogy van olyan 0 # p primideél, ami nem
maximalis, tehat benne van egy po maximalis idealban. De ekkor O,, is diszkrét értékelésgyt-
rd, specidlisan pO,, egy pozitiv egész kitevss hatvanya p,O,,-nek, ami ellentmondas, hiszen
ez egy P20,,-tdl kiilonboz6 primideal a . Allitas miatt. Tehat O-ban minden nemnulla
primideal maximalis.

Azt kell még belatnunk, hogy O egészre zart. Legyen a € K egy egész elem a hanyados-
testben. Mivel O, f6idealgytiri (specilisan egészre zart) minden 0 # p € Spec(O)-ra, ezért
a € Op minden p € Spec(O)-ra, azaz o € O = [, Oy a. Lemma miatt. Tehat O egészre
zart. O
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3.7.9. Lemma. Legyen O egy Dedekind gyird és A = pi*...pl" egy tortidedl. Ekkor A
primtényezds felbontdsdaban a kitevdk leolvashatok ,lokdlisan”: AO,, = (p;0y,)™ minden i =
=1,...,7-re, s6t, ha p # p; semmilyen ¢ =1, ... ,r-re, akkor AO, = O,.

Bizonyitds. Valoban, az A — AQ, nyilvan multiplikativ. Masrészt ha p; # po, akkor van
olyan o € po, ami p;-ben nincs benne, tehat O, -ben invertalhato, azaz p,O,, = O,,. O]

A kovetkezSkben azt fogjuk megvizsgélni, hogy a lokalizélas soran hogy valtozik a Dedek-
ind gytri osztalycsoportja. Legye (0) ¢ X C Spec(O) egy olyan részhalmaz, mely véges sok
kivétellel az Osszes primidealt tartalmazza. Ekkor az

OX) = {g € K| g ¢ p semmilyen p € X—re}

gylird nem més, mint az OT~! hanyadosgyiri a T' = O \ (Upe ¥ p) multiplikativan zart

halmazzal. A kovetkezd tétel O és O(X) osztalycsoportjat és egységesoportjat hasonlitja ssze:

3.7.10. Tétel. Van egy kanonikus egzakt sorozat:

108 o0X)38 @ K /oy B3 Cl0) S ClOX)) —1.

peSpec(O)\ X
Tovdbba minden 0 # p € Spec(O) primre K* /O, = Z.

Bizonyitds. Az 6sszekots leképezések a kovetkezok: az els§ ¢;: O — O(X)™ a természetes
tartalmazas. A masodikban ¢s(a) egy p € Spec(O) \ X-hez tartozo koordinataja ¢o(a), =
= a0, € K*/O, minden a € O(X)*-re. A harmadik @3 leképezés az o, € K* /O, -hez
pU(@) osztalyat rendeli a CI(O) osztalycsoportban, az utolséra pedig ¢4([4]) = [AO(X)]
ahol A <1 O egy tetszbleges ideal az [A] osztalyban. Konny( latni, hogy ezek a csoporthomo-
morfizmusok mind joldefinidltak.

Viladgos, hogy ¢ injektiv, mint ahogy az is, hogy 5 o o = 0. Valoban, O* benne van
O, -ben minden p € Spec(O)-ra.

Egzaktsidg O(X)*-nél: Legyen a € Ker(y;). Ekkor a € O, minden p € Spec(O) \ X-re.
Viszont ha p € X, akkor O, = O(X),0(x) tehat mivel a € O(X)*, ezért a benne van O,-ben
p € X esetén is. Specialisan a Lemma miatt o, ™! € ﬂp O, = 0, azaz o € O*.

Egzaktsag @p¢x K> /Oy -nél: Vegyiik észre, hogy ha a € O(X)*, akkor az aO tortideal
primtényezés felbontdsaban csak a p ¢ X primek szerepelhetnek a [3.7.9] Lemma miatt. Sot,
ha a0 = [].x p* (@) akkor 3 definicidja miatt ps(pa(a)) = [Tpex p (@] = [(a)] = 1 az
osztéalycsoportban. Masrészt, ha 3 = (8,)pex € Ker(ips), akkor [],. ¢ pu(Be) egy (tort)fsidedl
O-ban, azaz van olyan o € K*, melyre [[ .y p(®) = 0. Node ekkor tetszdleges p ¢ X
primre v, () = v,(5y) és minden p’ € X primre pedig vy (o) = 0. De ez pont azt jelenti, hogy
0 € O(X) & 2(0) = (Bylpx.

Egzaktsag C1(O)-nél: Ha 8 = (By)pgx € Pyex K*/O;, akkor

palpa(8) = [[ [ (pO(X)) )] .

pEX
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Node ha p ¢ X, akkor pO(X) = O(X), tehat ¢4 0 3 = 0. Tegyiik fel indirekten, hogy egy
[[I,ex p™] € CI(O) (ny € Z minden p € X-re és np, = 0 véges sok kivétellel) benne van ¢,
magjdban. Ekkor [] _ p™O(X) = aO(X) alkalmas o € K elemmel. Ekkor a. Lemma
miatt (a~') [],cx p™ primtényezds felbontasdban csak Spec(O) \ X-beli primek szerepelnek,

azaz (@) [[,ex #™] = [[1,ex p"] benne van p3 képében.
Az egzaktsag Cl(O(X))-nél kovetkezik a[3.7.1] Lemmabol. O

3.8. Dedekind gyftiriik bévitései

3.8.1. Allitas. Legyen Ok egy Dedekind gyiri, K a hdnyadosteste, LK pedig eqy véges
szepardbilis bovités. Ekkor Ok egész lezdrtja L-ben is Dedekind gyiri.

Bizonyitds. Az vilagos, hogy az O feletti egészek Op gytrtje egészre zart.

Legyen 0 # P <10y, egy primideal. Ekkor p := Ok NP is primideal Og-ban, igy maximalis.
Tehat Or /P egy gytriibsvités Ok /p-nek, mely nullosztémentes. Tovabba minden 5 € Or,/P-
beli elem algebrai Ok /p felett, tehat mg minimalpolinomja létezik és a nullosztomentesség
miatt irreducibilis. Viszont ekkor O /p[f] = Ok /p[z]/(ms(x)) egy test, azaz O /P minden
eleme invertalhato, azaz P maximaélis ideal Op-ben.

Azt kell még belatnunk, hogy Op noether. Ehhez elég belatnunk, hogy O egy végesen
generalt O-modulus, hiszen ekkor minden részmodulusa is végesen generalt O felett (hiszen
Ok noether), de akkor nyilvan a nagyobb Oy, gyftirt felett is. Ehhez vegyiink egy o, ..., a, €
€ O K-bazist L-ben. A . Allitas miatt Op C Ogay/d + ... Ogay/d, specidlisan egy

végesen generalt Ox-modulus részmodulusa, azaz végesen generalt. O]

3.8.2. Definicid. Legyen most p <1 Ok egy primideédl. Ekkor mivel Op Dedekind gytird,
ezért létezik egy pOp = P;' ... P primfelbontasa p-nek Op-ben. Ekkor azt mondjuk, hogy
P (i =1,...,r) egy p folotti prim. Vegyiik észre, hogy ekkor p C P, N Ok, de 1 ¢ P; és
p maximalitasa miatt p = P, N O minden ¢ = 1,...,r-re. Specidlisan az O /F; test egy
véges bovitése O /p-nek. Jeloljiik f;-vel ennek a testbvitésnek a fokat, melyet inerciafoknak
neveziink. Az e; szam pedig a P, prim eldgazdsi indexe.

3.8.3. Allitas (Fundamentalis egyenlet). Ha |L : K| =n szepardbilis, akkor n =3"\_, e;fi.

Bizonyitds. ElGszor is a kinai maradéktétel miatt

OL/p0L = OL/Pf . (3.4)

=1

Legyen k := Ok /p test. Vegyiik észre, hogy ekkor mindkét oldala vektortér k felett. Va-
l6ban, mindkét oldal egy olyan Og-modulus, melyet p annullal. A . Allitas bizonyitasahoz
hasonléan jobb oldala ', e;f; dimenzios. Valoban, minden egyes Pz-j / Pin részfaktor
egy fi-dimenzios vektortér k felett, hiszen egydimenzios Op/P; felett. Belatjuk, hogy a bal
oldal dimenzidja n.

Vegyiink egy Wy, . .., W, bazist Op /pOr-ben, mint k feletti vektortérben. Vegyiik tovabba
minden w;-nek egy-egy w; reprezentansat Op-ben. Belatjuk, hogy wy, ..., w,, egy bézis L/K-
ban, azaz m = dimg L = n.
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A fiiggetlenséghez tegytik fel, hogy

Z a;w; = O

i=1
valamilyen a; € K elemekre (i = 1,...,m). Mivel Ok hanyadosteste K, a kozos nevezével
beszorozva feltehetjiik, hogy a; € Ok minden i = 1,...,m-re. Jeloljik A-val az aq,...,a,

elemek altal generélt idealt Ox-ban és tegyiik fel, hogy 0 # A. Valasszunk tovibba egy a €
€ A7\ A~'p elemet. Ekkor aa; € Og minden ¢ = 1,...,m-re, de van olyan 1 < j < m,
amire aa; ¢ p. Tehat a > " @a; - w; = 0 egy nemtrwlahs linearis kombinacioja a w;-knek,
ami ellentmond annak, hogy a wry, . ..,w,, fiiggetlen k f6l6tt. Tehat A = 0, azaz wy, ..., Wy,
is fiiggetlen.

Legyen most M = Ogw; + -+ + Ogw,, és N = Op/M (mindketts végesen generalt
Ok-modulus). Vegyiik N-nek egy a,...,a, generatorrendszerét. Vegyiik észre, hogy mi-
vel Wy, ..., W, generatorrendszer Op/pOr-ben, ezért (M + pOp)/pOr = M/(M NpOy) =
= Op/pOy, azaz M + pO = Oy, és igy pN = N. Tehat vannak olyan b;; € p elemek
(1<1i,j <s), melyekre o; = "7 | b;;r;. Specidlisan a C' = I — ((b;;));; méatrixra

aq
cCl:1=0.
as
Tehéat a[3.1.2] Lemma miatt det(C)N = 0, azaz det(C)O, € M = Ogw; + -+ + Ogwy,.
Specialisan det(C)L C Kw; + - - - + Kwy,. Viszont det(C) # 0, hiszen det ( ) =1 (mod p),
tehat wq, ..., w,, generatorrendszer L-ben. O

3.8.4. Definici6é. Azt mondjuk, hogy p <t Ok prim teljesen felbomlik L-ben, ha e; = f; =1
minden ¢ = 1,...,r-re. Specialisan ekkor r = n. A p prim eldgazik, ha van olyan 7, melyre
e; > 1 vagy az O /P; nem szeparabilis bovitése Ok /p-nek. Ez utébbi inszeparabilitas K/Q
véges bvités esetén nem allhat fenn, hiszen ekkor Ok /p egy véges test, specidlisan tokéletes.
Tovabba a p prim teljesen elagazik, ha r = f; = 1. Azt mondjuk, hogy p prim marad L-ben,
har=1¢ése =1 (azaz f; = n).

3.8.5. Példa. Legyen K = Q, L = Q(+/d), ahol d négyzetmentes, és p > 2 prim. Ekkor p | d
(azaz (%) = 0) esetén p elagazik L-ben, <%> = —1 esetén p prim marad L-ben, (%) =1
esetén pedig p teljesen felbomlik L-ben.

A tovabbiakban a célunk az lesz, hogy belassuk, hogy csak véges sok prim dgazik el minden
véges bévitésben. S6t, azt fogjuk belatni, hogy pontosan azok a primek dgaznak el, melyek
0sztoi a diszkriminansnak.

3.8.6. Tétel. Legyen Q < K < L egy véges bovitése szamtesteknek. Legyen tovdabbd A eqy
Dedekind gyiri K-ban, melynek K a hdanyadosteste és B az A egész lezdrtja L-ben. (Pl. A =
= Ok, vagy valamilyen hdnyadosqgyirije Ok-nak.) Tegyik fel tovdbbd, hogy B egy szabad
A-modulus. Ekkor B-ben pontosan a dgsa diszkrimindnst oszté primek dgaznak el.
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3.8.7. Megjegyzés. Itt a dg/4 diszkriminans B egy tetsz6leges A-béazisanak diszkriminansa.
Azért létezik, mert B-rdl feltettiik, hogy szabad modulus A felett. Tovabba az is vilagos, hogy
a diszkriminans egységszorzo erejéig egyértelmi, hiszen az attérési matrix GL, (A)-ban van.
Viszont B nem mindig szabad modulus A f6l6tt az A = Ok, B = Oy, esetben, de az A = 7Z
vagy a lokalis A = Ok, (p < Ok prim) esetben ez automatikus, hiszen ekkor A féidealgytird.

3.8.8. Definici6. Egy B kommutativ gytirtirél azt mondjuk, hogy redukdlt, ha B-ben nin-
csenek nullatol kiilonb6z6 nilpotens elemek.

3.8.9. Lemma. Legyen k eqy tokéletes test és B eqy kommutativ végesdimenzids k-algebra.
Ekkor B pontosan akkor redukdlt, ha diszkrimindnsa dpgj, # 0.

Bizonyitds. Ha  # 0 egy nilpotens elem, akkor legyen 5 = e1,...,e, a B egy bazisa k
felett. Ekkor dp/4 nem mas, mint a (Tr(e;e;));; matrix determinénsa. Node fe; minden j-re
nilpotens, tehdt matrixa is nilpotens, ezért nyoma 0. Igy (Tr(e;e;)); elsS sora 0, specialisan
determinénsa is 0.

Megforditva legyen B redukalt. Belatjuk, hogy ekkor B testek direkt szorzata. Az allitas
ebbdl mar kovetkezik, hiszen ekkor B diszkriminansa a testek diszkriminansainak szorzata
(blokkdiagonalis métrix determinansa a blokkok determinansanak szorzata), de mivel k toké-
letes, ezért ezek szeparabilis bévitések, diszkriminansuk nem 0 a [3.2.3] Tétel miatt.

Valéban, a feltétel, hogy B-ben nincs nilpotens elem azt jelenti, hogy B nilradikalja 9t =
= {b € B | bnilpotens} = 0. Az 9N nilradikal pedig nem méas, mint B primideéljainak
metszete. Valoban, ha 0" = 0 valamilyen n > 1-re és P <1 B egy primideal, akkor " € P miatt
b € P. Megforditva tegyiik fel, hogy b € B nem nilpotens. Tekintsiik B-nek az 6sszes olyan [
idealjanak ‘H halmazat, amiben b-nek semmilyen hatvanya nincs benne. Mivel b nem nilpotens,
ezért (0) € H, specidlisan H nemiires. Masrészt B noether (s6t, artin, hiszen végesdimenzios
k-algebra), ezért H-nak van maximalis eleme. Belatjuk, hogy I prim, azaz b nincs benne az
osszes primideal metszetében, hiszen b ¢ I. Legyen ugyanis x,y ¢ I és tegyiik fel, hogy zy € I.
Ekkor I maximalitdsa miatt b™ € I + (x) és b' € I + (y) alkalmas [, m > 1 egészekkel. De
ekkor b™ € (I + (2))(I + (y)) C I + (wy) C I, ami ellentmondas.

Tehat B primideéljainak metszete 0. Node B minden primidealja maximélis: Valoban, ha
P < B egy primideéal, akkor B/ P egy végesdimenzios nullosztomentes kommutativ k-algebra,
ezért test (Isd. a Allitas bizonyitésa). Tehat P maximélis ideal B-ben. Specialisan B
egy olyan artin gytirt, melyben a maximalis (bal)idedlok metszete trivialis, azaz Jac(B) = 0.
Igy a Wedderburn-Artin tétel miatt B ferdetestek feletti matrixgytirik direkt szorzata, de
mivel kommutativ, ezért testek direkt szorzata. O

A[3.8.0. Tétel bizonyitdsa. Vegyiik B egy A feletti oy, ..., ay, bazisat és legyen p egy primideal
B-ben. Ekkor mivel B egy szabad modulus A felett, ezért B/pB is egy szabad modulus
A/p felett, mégpedig oy +pB, ..., o, + pB generatorokkal. Specialisan dg/a = d(ou, ..., an)
pontosan akkor van benne a p primidealban, ha d(g)yp)/a/p) = 0 A/p-ben. Ez pedig a [3.8.9]
Lemma miatt (alkalmazhatjuk, hiszen A/p egy véges test, ezért tokéletes) pont azt jelenti,
hogy B/pB nem redukalt. Node ha pB = [[;_, P/* a p primtényez6s felbontasa B folott,
akkor a kinai maradéktétel szerint

BB =@ B/
=1
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Ebben viszont pontosan akkor nincs nilpotens elem, ha e; = 1 minden ¢ =1, ..., r-re, azaz ha
p nem &agazik el. O

3.8.10. Kovetkezmény. Q-nak nincs olyan bovitése, ami semelyik primben sem dgazik el.

Bizonyitds. Ha K egy tetszoleges véges bévitése Q-nak, akkor a[3.5.11 Tétel alapjan |dx| > 1,
specialisan dx-nak van primosztoja, mely a[3.8.6] Tétel szerint eldgazik K-ban. O

A [3.8.6 Tétel allitasa akkor is igaz, ha nem tessziik fel, hogy B szabad modulus A felett.
Ehhez viszont elGszor értelmezniink kell B diszkriminédnsat A felett az altalanos esetben. Ezt
kétféleképpen tehetjiik meg, de a két definicié ekvivalens. Az elsé definicié a kovetkezs: Legyen
p < A egy tetsz6leges primidedl. Ekkor A, egy diszkrét értékelésgytird, ezért ennek B, egész
lezartja szabad modulus A, felett. Specialisan értelmezhetjiik B, dp, 4, € A, diszkriminansat.
Legyen my, := v,(dp,/a,) és definidljuk 05,4 <A diszkriminadnst mint 95,4 = Hp p™ szorzatot.
Ahhoz, hogy ez értelmes legyen, be kell latnunk, hogy véges sok kivétellel m, = 0, azaz csak
véges sok prim agazik el B-ben. A kovetkezs lemma az elsG 1épés ebben az iranyban, mely azt
is mutatja, hogy az elagazés egy lokalis tulajdonséag:

3.8.11. Lemma. Legyen p < A egy prim. Ekkor az A, gyirid egész lezdrtja L-ben nem mds,
mint B, = BS™', ahol S = A\ p. Specidglisan p pontosan akkor dgazik el B-ben, ha pA,
eldagazik By-ben.

Bizonyitds. Egyrészt egy g € BS™! elem egész A, {616tt: Mivel 3 € B, ezért van olyan f(z) €
€ Alz] normalt polinom, melyre f(8) = 0. Viszont 2 gyoke ekkor az s~98() f(zs) € A,[]
normalt polinomnak, tehat egész A, felett.

Visszafelé legyen o € L egész A, f6l6tt. Ekkor van olyan a; € A, s, € S (1 =0,...,m—1
alkalmas m > 1-re), melyekre &m—l—‘;:—:&m_l—l—- . -—|—‘8’—8 = (. Viszont beszorozva (sg . .. Sym—1)"-
nel ez azt jelenti, hogy sg...s,_1a egész A f516tt, tehat B-ben van, specialisan o € BS™1.

Legyen pB primtényezds felbontdsa B-ben pB = Pf'... P’ . Ekkor B,-nek csak véges

sok primidedalja van, mégpedig P, ..., P.. Valoban, B, primideéljai kolcsonosen egyértelmien
megfelelnek B S-et nem metsz6 P primideéljainak, azaz azoknak, melyekre PN A C p. Tehat
pBy = [[;i (PiBy)™. O

A kovetkezs 1épésként belatjuk, hogy véges sok B-ben elagazo primideal van mindig. Ez
egyuttal algoritmust is ad arra, hogy bizonyos speciélis esetekben (amikor B = A[a] alkalmas
« € B-re) hogyan tudjuk meghatarozni a p prim felbontasat B felett.

3.8.12. Definicié. Legyen A egy Dedekind gytiri K hanyadostesttel és L/ K egy szeparabilis
bévités, melyben A egész lezartja B. Legyen tovabba o € B egy olyan elem, melyre L = K («).
Ekkor az Ala] gytird konduktordnak az I = I(a)) = {5 € B | B C Ala]} < B idealt nevezziik.
Mivel B egy végesen generalt A-modulus, ezért I # 0.

3.8.13. Allitas. Legyen p egy I()-hoz relativ prim primidedl A-ban (azaz I(a) N A € p).
Legyen tovdbbd f(x) € Alx] az a minimdlpolinomja. Bontsuk f-et irreducibilisek szorzatd-
ra modulo p: f(xr) = f(x) = [T, fi(z) (mod p) és legyen f;(x) € Alx] egy-egy normadlt
felemelt, azaz f;(x) = fi(x) (mod p). Ekkor a

P, =pB+ fi(a)B
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1dedlok paronként kiilonbozd primidedlok, melyekre

pB = ﬁPfi .
i=1

Specidlisan ha p nem osztja a d(1, . ..,a" ') diszkrimindnst (és I(a)-hoz is relativ prim),
akkor nem dgazik el B-ben.

Bizonyitds. Jeloljik A/p = k-val a p maradéktestét. Mivel p és I(a) relativ primek, ezért
B = pB + I(«). Viszont I(«) definicidja miatt I(a) C Ala], specidlisan B = pB + Alal.
Ekkor az I. izomorfizmustétel miatt

B/pB = Ala]/(pB 1 Ala]) = Alz]/(pAlz], f(x)) = kl2]/(f(2)) = EB klz]/ (Filz)) -

Tehat a kinai maradéktételt alkalmazva B/pB-re is azt kapjuk, hogy pB = [I;-, Q;, ahol

Q: < B a teljes 6sképe (f;(x))-nek a természetes m;: B — k[z]/(f;(7)) homomorfizmusnal.

Az vildgos, hogy P; C Q;, hiszen ennél a homomorfizmusnal 7;(a) = x + (f;(x)). Masrészt
B/P; = k[x]/(fi(x)) = B/Q;, tehat P, = Q;. O

Igy B-ben csak azok az idedlok agazhatnak el, amik nem relativ primek I(a)-hoz vagy
d(1,...,a" ')-hez, specidlisan csak véges sok A-beli primidedl dgazhat el B-ben. Tehat a
Op/a = Hp p"™ szorzat véges, ezt nevezziik a B/A bovités diszkriminansanak.

3.8.14. Allitas. A 0p/a idedlt generdljik a d(aq,. .., o) szdmok, ahol az (ou, ..., o) € B"
szam n-esek az L test K-feletti B-ben fekvd bazisain futnak végig.

Bizonyitds. Legyen ay,...,q, € B egy bazisa L-nek K felett és p << A egy primideal. Ekkor
mivel @, Aya; C By, ezért d(oy,...,an) € dp,ja, Ay = p™A,. Tehat d(ay,... o) €
€ ﬂp p™ = 0pya. Masrészt jeloljiik I-vel a d(ay,...,a,) € A elemek altal generalt idealt
és tekintsiik az I = Hp p™ primtényezds felbontast. Azt kell még belatnunk, hogy minden
p primre n, < my, hiszen az I C 0p/4 tartalmazasbol kévetkezik, hogy n, > m,. Mivel A,
foidealgytird, ezért B, egy n rangi szabad modulus A, felett. Igy a . Lemma miatt
valaszthatjuk By-nek egy B-ben fekvs oy, ..., o, béazisat (valoban, egy tetszéleges bazis
elemeit beszorozhatjuk az S = A\ p-beli nevezdékkel, hiszen azok invertalhatok B,-ben).
Ekkor viszont d(avp, ..., o p)A, = p™ Ay, specidlisan n, < m,,. H

A fentieket Gsszetéve adodik a kovetkezd
3.8.15. Tétel. Egy p < A primidedl pontosan akkor dgazik el B-ben, ha dg/a C p.
3.8.16. Példa. Bontsuk Z[v/2]-ben primtényezdk szorzatara az (5)-ot.

Megoldds. Mivel Z[+/2] egészre zart, ezért elég az 2° — 2 polinomot felbontani irreducibilisek
szorzatara Fs-ben. Fy {6lott ennek van gyoke (z = 3), ezért a felbontés x° — 2 = (x + 2) (2 —
— 2z — 1), ahol 22 — 2z — 1 mar irreducibilis, hiszen ennek mar nincs gycke Fs-ben. Tehat a
kivant felbontas: (5) = (5, v/2 + 2)(5, V4 — 2v/2 — 1). O
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3.9. Hilbert-féle elagazaselmélet

A tovabbiakban legyen O = O egy Dedekind gytri K hanyadostesttel és L/ K egy véges
Galois-bévites G = Gal(L/K) Galois-csoporttal, O pedig Ok egész lezartja L-ben. Ekkor
G hat az Oy, gytrin, hiszen ha « egész Ok felett, akkor o(a) is az minden o € G-re, hiszen
ugyanazoknak a K-beli egyiitthatos polinomoknak gyokei. Tovabba ha p <t Ok primideal és
p C POy egy Op-beli p-t 0szt6 prim, akkor PNOx =p =0o(p) = o(PNOk) = o(P)NOk.
Tehat o(P) is egy p folotti prim.

3.9.1. Allitas. Ha p < Ok eqy tetszdleges prim Ok-ban, akkor G tranzitivan hat az L-beli p
feletti primeken. Specidlisan ha pOp = P;* ... P, akkor ey = ---=e, és fi =--- = f,.

r

Bizonyitds. Legyenek P'NOk = p = PNOk primek és tegyiik fel, hogy o(P) # P’ semmilyen
o € G-re. A kinai maradéktétel szerint van olyan o € Op, melyre « =0 (mod P’) és a = 1
(mod ¢(P)) minden o € G-re. Ekkor egyrészt Ny k(o) = [[,eqo(a) € PN Og =p C P
(hiszen a € P'), masrészt Ny i (o) ¢ P, hiszen o(o) € P < « € 0~ '(P). Ez ellentmondas,
tehat a G-hatés tranzitiv a p feletti primeken.

A masodik éllitashoz alkalmazzuk o € G-t a pO, = P;'... P egyenletre: pOp =
=0o(pOr) =o(P)* ...0(P.), tehat a tranzitivitas miatt e; = - -+ = e,.. Masrészt o: O /P —
Or/o(P) egy izomorfizmus, ezért f; =--- = f,. ]

A fenti allitas fényében a fundamentalis egyenlet (3.8.3] Allitas) az n = efr alakra egy-
szertisodik a Galois-esetben.

3.9.2. Definicié. Ha P <1 Op egy prim, akkor a P elem G-beli Gp stabilizatorat a fenti
hatasra nézve P felbontési részcsoportjanak nevezziik.

G tranzitivitdsa miatt a Gp részcsoportok konjugaltak G-ben (p C P). Tovabbé az orbit-
stabilizator lemma azt mutatja, hogy |G : Gp| = r. Jeldljiik LY? = Z,-vel a Gp részcsoport
fixtestét L-ben és P N Zp = Pyz-vel a P alatti primet Zp-ben.

3.9.3. Allitdas. (i) P az egyetlen Py feletti prim L-ben;
(17) P eldgazdsi indexe az L/Zp bévitésben e, inerciafoka f;
(1i1) Py eldgazdsi indexe és inerciafoka K folott egyardant 1.

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy Gp nem mas, mint az L/Zp bovités Galois-csoportja, ezért
tranzitivan hat a Py feletti primeken. Viszont P egy Py feletti prim, és ezt fixalja a G'p csoport,
tehat csak ez az egy prim van L-ben Py felett. Masrészt ha e¢’-vel ill. f’-vel jeloljiik P elagazasi
indexét ill. inerciafokat Zp folott, tovabba e’-vel ill. f”-vel a Py elagazasi indexét ill. inercia-
fokat K folott, akkor e = e'e” és f = f'f” (azaz az inerciafok és az elagazési index egyarant
osszeszorzodik bovitések egymasutanjanal). Valoban, az f inerciafokra ez a (maradéktestekre

“ L, ,

Pe"":pOL:Pg/OL"": (Pe’)e”,...:Pe’e”.”_
egyenletben osszehasonlitva P kitevGjét e = €'e” is adodik. Viszont mivel Py felett csak
egyetlen prim van L-ben, ezért ' f' = |L : Zp| = |Gp| = = ef, tehat sziikségképpen e = ¢’
és f = f', amikoris ¢’ = " = 1. ]
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Legyen most P egy p feletti prim az L/ K Galois-bdvitésben és jelolje kp := Oy /P, ill. k,, :=
= Ok /p a maradéktesteket. Tegyiik fel tovabba, hogy a kp/k, b6vités szeparabilis (specidlisan
ha k, egy véges test, akkor ez automatikus). Ha o € Gp, akkor a

E:kp — k’p
a+P — ola)+P

leképezés joldefinialt. S6t, az is vilagos, hogy ez egy k-t fixalo automorfizmusa kp-nek, tehét
a Gal(kp/k,) Galois-csoport egy eleme.

3.9.4. Allitas. A kp/k, bovités normdlis (specidlisan Galois, mivel feltettiik, hogy szepardbilis)
és a-: Gp — Gal(kp/k,) homomorfizmus szirjektiv.

Bizonyitds. A . Allitas miatt a Zp felbontési test maradékteste ugyanaz, mint X mara-
dékteste, ezért feltehetjiik, hogy K = Zp és igy G = Gp.

A normalitéshoz azt kell belatnunk, hogy ha egy g(z) € ky[z] irreducibilis polinomnak van
gyoke kp-ben, akkor kp folott lineéaris faktorokra bomlik. Vegyiink egy ilyen g polinomot és
egy @ € kp gyokot. Tekintsiik az @ egy tetszéleges a € Oy, reprezentansat. Legyen tovabba
f(z) € Ok|x] az @ minimalpolinomja O 616tt (ez normalt, hiszen, o € Oy, egész O 616tt).
Ekkor ha f az f redukcidja modulo p, akkor f(@) = f(a) = 0, specialisan g | f, hiszen g a
minimélpolinom. Viszont mivel L/K Galois, ezért f Osszes gyoke Op-ben van, azaz f lineéris
faktorokra bomlik @}, felett. De ekkor a redukcibja, f is linearis faktorokra bomlik kp felett,
specialisan minden osztoja, azaz g is.

A sziirjektivitashoz legyen @ egy primitiv elem, azaz kp = ky(@). Tovabbra is jellje g(x) €
€ ky[x] az @ minimalpolinomjat, o € Oy, egy tetszdleges felemeltet f minimalpolinommal, és
legyen & € Gal(kp/k,) tetszSleges. Ekkor 7(@) is gydke g-nek, ezért f-nek is. Node f gydkeinek
redukéltjai kp-ben éppen f gyokei, ezért f-nek van egy olyan of gydke Op-ben, melyre o/ =
=o(a) (mod P). Viszont G tranzitivan hat f gyokein, ezért van olyan o € G, melyre o(a) =
= /. De ekkor o képe éppen 7 a Gp — Gal(kp/k,) természetes homomorfizmusnal. O

3.9.5. Definicié. A Gp — Gal(kp/k,) homomorfizmus magjat a P prim inerciarészcsoport-
janak nevezziik és Ip-vel jeloljiik.

3.9.6. Megjegyzés. A [3.9.40 Allitas szerint f = |kp : ky| = |Gal(kp/k,)|, tehét |Ip| = e.
Specialisan a p prim pontosan akkor agazik el, ha Ip nemtrivialis.

3.10. Algebrai geometriai analogiak

Ebben a fejezetben megprobalunk rdmutatni az algebrai geometriai analdgidkra. A bizo-
nyitasok vazlatosak lesznek, mivel ahhoz, hogy precizzé tegyiik Gket, sziikségiink lenne némi
algebrai geometriai bevezetére, ami jelen esetben nem célunk. A szandékunk sokkal inkabb az
érdeklédés felkeltése azok szaméra, akik még nem tanultak algebrai geometriat, illetve a két
teriilet kozotti hasonlosdgok bemutatasa azok szaméra, akik mar tanultak.

Legyen f(z,y) € Clz,y] egy irreducibilis polinom. Tekintsiik az O = Clz,y]/(f(z,y))
faktorgytrtt, azaz a V(f) = {(zo, %) € C? | f(xo,90) = 0} komplex gérbének koordinéta-
gytrijét.
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3.10.1. Allitas. O pontosan akkor Dedekind gyird, ha o V (f) gorbe nemszinguldris, azaz ha

semmilyen (zo,y0) € V(f) pontra a (£ f(zo,yo), a%f(xo, Yo)) €rintdvektor nem a nullvektor.

Bizonyitds. Hilbert bazistétele ([7] 5.6.11. Tétel) szerint C|x, y] noether, ezért O is noether.
Masrészt a Nullstellensatz ([7] 5.6.9. Tétel) miatt O minden maximaélis ideédlja p = (x — xo +
+(f(z,9),y—yo+(f(z,y))) alaku, specidlisan (legfeljebb) két elemmel generalhato. Belatjuk,
hogy az O, lokalizalt pontosan akkor diszkrét értékelésgytird, ha V(f) nemszingularis az
(20, yo) pontban.

Vegyiik észre, hogy

p/p? = (2 — z0,y — o)/ ((z — x0)*, (x — 20)(y — W), (y — v0)*, f(z,y)) -

Tehat ez egy legfeljebb kétdimenzios vektortér C = O/p felett. Masrészt ha az f(x,y) polino-
mot (xg, yo) koriil Taylor-sorba fejtjiik és észrevessziik, hogy (zo,vo) € V(f) miatt f(xo,y0) =
=0, akkor f(z,y)-t az alabbi alakba irhatjuk:

) = 5 ) = 20) + 5 Fan )y = o) (mod )

Tehét p/p? pontosan akkor egydimenzios, ha f(z,y) nincs benne az (x — zg,y — o) < Clz, y]
idealban, ami pedig a fentiek szerint azzal ekvivalens, hogy V(f) nemszingularis az (x¢, yo)
pontban.

A Allitas értelmében p/p? = m,/m,? ahol m, = pO, a maximalis ideal a lokalis
gytrtben. Specialisan, ha V'(f)-nek van egy (x¢,yo) szingularis pontja, akkor a megfelel6 O,
lokalis gytird nem lehet diszkrét értékelésgytird, hiszen m, nem f6ideal (kiilonben m,/m,? is
egy elemmel generalhato lenne, holott kétdimenzios). Tehat O nem Dedekind a Tetel
miatt.

Megforditva ha V' (f)-nek nincs szingularis pontja, akkor minden p <t O mazimadlis idealra
dim¢ m,/m,? = 1. Vegyiink tehat egy tetszéleges m € m,, \ m,? elemet. Ekkor () 4+ m,? = m,,
igy a Nakayama Lemma miatt (m) = m, egy f6ideal. Tovabba ebben a speciélis esetben az is
vilagos, hogy (1, m," = 0. Valoban, ha I =), m," akkor nyilvan 7/ C I, de ha « € I tetszd-
leges, akkor a = 713 alaki, ezért 2 = "3 alaku, azaz & € I, azaz myl = 7l = . Viszont
ekkor a Nakayama Lemma szerint / = 0. Legyen most 0 # J <O, egy tetszbleges ideél. Ekkor
mivel (), m," = 0, ezért van olyan k > 0, melyre J C m,*, de J ¢ m,**!. Ekkor viszont
J + m," = m,* hiszen m,*/m,M1 = (7%) /(7)) egy egydimenzios vektortér O/p felett,
melyben J + m,*™ /m, " egy nemnulla altér. A Nakayama Lemma ismételt alkalmazasaval
J = m,* = (7%) egy fideal, azaz O, egy diszkrét értékelésgyiird. Ahhoz, hogy a(3.7.6] Té-
telt (formalisan) alkalmazhassuk, nemcsak a maximalis idealoknal vett lokalizaltakrol kellene
tudnunk, hogy diszkrét értékelésgytirtik, hanem minden primidealnal. Viszont vegytik észre,
hogy a [3.7.6] Tétel bizonyitasaban csak azt hasznaltuk, hogy a maximalis idedloknal vett
lokalizaltak diszkrét értékelésgytriik. Valoban, ha 0 # p; < O egy nem maximalis primideal,
akkor benne van egy p maximalis idealban, viszont ekkor 0 # p,O, # pO, egy primideal
O,-ben, ami ellentmond annak, hogy O, diszkrét értékelésgytird. m

Ha viszont V(f) szingularis, azaz a O = Clz,y|/(f(z,y)) gytrd nem Dedekind, akkor
vehetjiik a hanyadostestében az egész lezartjat. Ennek a spektruma mér egy nemszingularis
gorbe. Erre tekinthetiink ugy is, mint a V(f) gorbe szingularitasainak feloldaséra. A szingu-
laritasok feloldhatosiga az algebrai geometria egyik alapkérdése.
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A Dedekind gytirtik bévitéseinek geometriai analogiaja a(z elagazo) fedsleképezés. Va-
l6ban, ha O < Op Dedekind gytriik egy bévitése, akkor ez indukal egy leképezést O
primideéljainak halmazabol Ok primidealjainak halmazaba: P <1 Op képe p = PN Ok. Egy
adott 0 # p QO primideal Gsképe ennél a leképezésnél nem mas, mint a { Py, ..., P,} halmaz,
ahol pOp, = P* ... PS. S6t, a P; 6skép multiplicitasat értelmezhetjiik e;-nek. Tovabbé, ha az
Ok /p maradéktest algebrailag zart (mint a fenti példaban Ok /p = C), akkor f; = 1 minden
1 =1,...,r-re, hiszen f; a maradéktest b&vitésének foka. Specidlisan a fundamentalis egyenlet
n =Y., e; alakba irhat6, azaz multiplicitassal szamolva minden pontnak pontosan n dsképe
van. A fedés — akarcsak a Riemann-feliiletek elméletében — pontosan akkor elagazasmentes,
ha minden p Gsképe n darab kilonbézd pont, azaz e; = 1, azaz a p primidedl nem agazik el
@ L—ben.

3.10.1. Elliptikus gorbék és a Picard-csoport

A tovabbiakban legyen f(x,y) = y*>—x®—ax—0b egy elliptikus gérbe egyenlete, azaz tegyiik
fel, hogy V(f) nemszingularis. Ez azzal ekvivalens, hogy az z* + ax + b polinomnak nincs
tobbszoros gyoke. Ekkor a . Allitas szerint O = Clz,y]/(f(x,y)) egy Dedekind gytirti,
melynek nemnulla primidedljai megfelelnek V' (f) C C? pontjainak. Tehat O osztalycsoportja
nem maés, mint a P € V(f) pontokon, mint generatorokon értelmezett szabad Abel csoport
egy faktorcsoportja, mégpedig > n;[P;] = 0, akkor és csak akkor, ha a [[ P/" tortideél egy
féideal. Mit jelent ez pontosan geometriai szempontbol? Ez éppen azzal ekvivalens, hogy
van olyan ¢ racionalis tortfiiggvény a V(f) gorbén, melynek éppen n;-szeres gyoke (n; < 0
esetén —n;-szeres polusa) van a P; pontban, és minden ezektdl kiilonb6z6 @) # P; pontban
g-nek sem polusa sem gyoke nincs. Ez a definicié tehat nem més, mint az affin V' (f) gorbe
Picard-csoportja, mely ezek szerint izomorf az O Dedekind gytird osztalycsoportjaval.

Ahhoz, hogy ezt az analogiat pontosabban megértsiik (legalabb elliptikus gorbék esetén),
a V(f) gorbét a PC? projektiv sikon kell tekinteniink, és ki kell egésziteniink egy ,végtelen
tavoli” O ponttal. Tehéat projektivizaljuk az f polinomot, és tekintsiik az

folz,y,2) =9y*2 — 2 —azz® — b2 =0
egyenletti gorbét a projektiv sikon. A végtelen tavoli egyenes nem més, mint a z = 0 nullhe-
lyeinek halmaza, ezen nyilvan egyetlen O-val jelolt pontja van az E := V (f,) € PC* gérbének,

jelesil O =[0:1:0].

3.10.2. Definicié. Jeloljiik Div(E)-vel az E gorbe divizorjainak a csoportjat, azaz az F pont-
jai altal generalt szabad Abel csoportot. Egy D = > n;[P;] € Div(E) divizor foka deg(D) =
= Y "n; € Z (ez mindig egy véges Osszeg). Legyen tovabba Div’(E) a nulla foku divizorok
részcsoportja Div(FE)-ben.

Ha g € K(F)* egy nemnulla racionalis tortfiiggvény az E gérbén (azaz két azonos foki
homogén polinom héanyadosa), akkor g: £ — PC' egy meromorf fiiggvény. Belathato (Isd.
pl. Prop. 11.3.1 [12]), hogy ekkor g-nek multiplicitassal szamolva pontosan annyi pélusa van,
mint gyoke. (Ebben a specidlis esetben ez pl. abbdl kovetkezik, hogy a gyokok szama nem
mas, mint a 0 &sképének elemszama (multiplicitassal), a polusok szama pedig oo Gsképeinek
a szdma, és ezek mindegyike megegyezik e g leképezés fokaval.) Jeloljiik div(g) € Div®(E)-vel
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a g-hez tartozo divizort, ahol

div(g) := Z ni[P] — Z m;[Q;] -

P; nj-szeres gyoke g-nek Q; mj-szeres polusa g-nek

Ekkor div: K(E)* — Div’(E) egy csoporthomomorfizmus, hiszen g, g, gydkei és polusai épp
g1 ill. g5 gyokeibdl és polusaibol allnak (megfelels multiplicitassal). A div homomorfizmus
képének elemeit nevezziik a fédivizoroknak (vagy principalis divizoroknak). Az E gorbe 0-
foku divizorosztalycsoportja definici6 szerint div komagja, azaz Pic’(E) := Div®(E)/Im(div).
Azt mondjuk, hogy két Dy, Dy € Div'(E) divizor linedrisan ekvivalens (jel.: D; ~ Ds), ha
D, — D, fédivizor, azaz ha D;-nek és Dy-nek ugyanaz az osztalya Pic’(E) csoportban. Vegyiik
észre, hogy div magja pedig a konstans fiiggvények: hiszen ezek az egyetlen olyan fiiggvények
E-n, melyeknek sem gyoke, sem polusa nines (Isd. pl. Prop. 11.3.1 [12]). 6sszefoglalva a.
Allitas analogonja ebben a szituacioban, hogy a

1 C* = K(E)* & Div'(E) = Pic®(E) = 0
sorozat egzakt.

3.10.3. Allitas. A Pic’(E) csoport izomorf az affin Pic(V(f)) = CI(O) csoporttal.
Bizonyitds vazlat. Valoban, ha > n;[P;] € Div(V(f)), akkor ehhez hozzarendelhetjiik a

> ni[P]=> n]O] € Div'(E)

divizort. Ez a — tovabbiakban ¢-vel jelolt — leképezés f6divizorhoz nyilvan f6divizort rendel,
hiszen ha g: V(f) — PC' egy racionélis tortfiiggvény, akkor azt ki lehet terjeszteni a végtelen
tavoli O pontba is (ez egyaltalan nem trivialis, de igaz). Az O pontban annyiszoros gyoke
vagy polusa lesz a kiterjesztésnek, hogy a kapott divizor foka 0 legyen. Tehat ¢ megad egy
?: Pic(V(f)) — Pic’(E) csoporthomomorfizmust. A sziirjektivitas vildgos. Az injektivitdshoz
pedig vegyiik észre, hogy ha Y n;[P;] € Ker(p), akkor Y n;[P;] — > n;[O] = div(g) egy
g: E — PC' fiiggvényre, de ekkor ha §: V(f) — PC' a g megszoritasa V(f) C E-re, akkor
Y ni[P] = div(g) is fédivizor (ez viszont lényegében trivialis). O

Ha E egy elliptikus gorbe, akkor valojaban Pic’(E) azonosithat6 az E gérbe pontjainak
halmazéaval. Az azonositas a kovetkezs: egy P ponthoz az E gorbén rendeljiik hozza a [P] —
— [0O] € Div'(E) divizor osztalyat Pic’(E)-ben. Ahhoz, hogy belassuk, hogy ez a leképezés
egy bijekcio, sziikségiink lesz a Riemann-Roch tételre.

3.10.4. Definicié. Egy D = > np[P] € Div(E) divizorr6l azt mondjuk, hogy pozitiv (vagy
effektiv), ha np > 0 minden P € E pontra. Tovabba Dy, Dy € Div(E) esetén Dy > D, akkor
és csak akkor, ha Dy — Dy pozitiv.

Ha D egy divizor, akkor legyen £(D) := {f € K(£)* | div(f) > —D} U {0}. Ez egy
vektortér C f6lott, mely minden esetben véges dimenzios. Az is vildgos, hogy ha 0 #£ —D > 0,
akkor £(D) = {0}, hiszen minden fédivizor 0 foku.

3.10.5. Tétel (Riemann-Roch elliptikus gorbékre). Ha deg(D) > 1, akkor dim £(D) =
= deg(D).
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Bizonyitds. Megtalalhato a [6] konyvben (IV. §1). O
3.10.6. Allitas. A

E — Pid’(E) (3.5)
P [P]=[0]

leképezés eqy bijekcio.

Bizonyitds. A Riemann-Roch tétel specialis esete, hogy ha D = [P], akkor dim £(D) = 1.
Viszont a konstans fiiggvények nyilvan benne vannak L£(D)-ben, hiszen L£(D) elemei azon
fiiggvények, melyeknek csak P-ben lehet polusa, és ott is maximum 1-szeres. Speciélisan
ha P, # P, pontok, akkor [P — [P] nem lehet fédivizor, hiszen akkor egy L([P])-beli
fiiggvénynek lenne a divizora, de L([P])-ben csak a konstans fiiggvények vannak, melyek
divizora nyilvan 0. Ez pont azt jelenti, hogy a leképezés injektiv.

A sziirjektivitdshoz azt kell belatnunk, hogy a Pic’(E) csoportban minden elem repre-
zentalhato egy [P] — [O] alakt elemmel. Mivel a [P] — [O] alaki elemek nyilvan generaljak
Pic’(E)-t, ezért elég belatnunk, hogy részcsoportot alkotnak. Ehhez két dolgot kell belét-
nunk: egyrészt minden P € E-hez van olyan P’ € E, melyre [O] — [P] ~ [P'] — [O]. Ehhez
szitkségiink van egy olyan g € K(FE)* figgvényre, melyre div(g) = [P] + [P'] — 2[O]. Node
a Riemann-Roch tétel szerint dim £(2[0] — [P]) = 1, tehat van olyan — nem azonosan 0 —
g € K(E)* fiiggvény, mely elttinik P-ben, és legfeljebb 2-szeres polusa van O-ban, mashol
pedig nincs polusa. Speciélisan ez a fliggvény nemkonstans (hiszen P-ben 0, de nem minden-
hol), ezért az O pontban pontosan kétszeres a polusa (hiszen a fenti gondolatmenet miatt
egyszeres nem lehet). Mivel div(g) foka 0, ezért pontosan egy zérushelye van még P-n kiviil
(vagy a P-beli zérushely kétszeres), azaz létezik egy ilyen P’ € E. Fzzel azt lattuk be, hogy
minden [P] — [O] alakt elem inverze is ilyen alakt Pic’(E)-ben. Masrészt ha Py, P, € E,
akkor kell, hogy van olyan P; € E, melyre [P] — [O] + [P»] — [O] ~ [P5] — [O]. Ehhez vegyiik
észre, hogy a D = [Py] + [P] — [O] divizor is 1 foku, tehat van olyan g € K(E)* fiiggvény,
melynek maximum 1-szeres polusa van a Py és P, pontokban (illetve maximum kétszeres a
P, pontban, ha P, = P,), és eltiinik az O pontban. A fenti érveléshez hasonléan g-nek kell
lennie még egy P zérushelyének (lehet persze P; = O is, ez esetben az O pontban kétszeres
gyoke van g-nek). ]

A fenti tételt tgy is interpretalhatjuk, hogy az E gbrbe pontjain értelmeztiink egy Abel-
csoport miiveletet. Valoban, Pic’(E) egy Abel-csoport, melyet azonositottunk E-vel. Az 6ssze-
adés nulleleme az O végtelen tavoli pont. Vegyiik észre, hogy egy egyenes multiplicitassal
szamolva mindig pontosan 3 pontban metszi az £ gorbét. Ez Bézout tételének specidlis ese-
te, de kozvetlen szamolassal is latszik: a metszéspontok meghatarozasahoz egy harmadfoku
egyenletet kell megoldanunk.

3.10.7. Allitas. Két pont (P és Q) Osszegét a kovetkezdképpen kell meghatdrozni: a P és Q
pontokat dsszekitd egyenes pontosan egy R pontban metszi még az E gérbét (multiplicitdssal
szamolva). Kossiik dssze R-et a végtelen tdvoli O ponttal; ez az egyenes egy harmadik S
pontban is metszi a gorbét. Ekkor a P és Q pontok dsszege az S pont, azaz ([P]—[0])+ ([Q] —

= [0]) ~ [S] = (O]
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Bizonyitds. Legyen L; a P,Q, R pontokon atmend egyenes (homogén) egyenlete, Lo pedig
az O, S, R pontokon atmend egyenes egyenlete. Ekkor L;/Ly € K(FE)* egy olyan racionélis
tortfiiggvény a gorbén, melynek a P és () pontban gyoke, az O és S pontban polusa van —
mindenhol méshol pedig nemnulla és reguléaris. Tehat [P] + [Q] ~ [O] + [S]. O

3.10.8. Megjegyzés. A Riemann-Roch tétel igaz méas — nem feltétlen elliptikus — sima gor-
békre is. Az L£(D) vektortér dimenzidjat meghatarozo formula ezekre a gérbékre bonyolultabb,
kimondéasahoz sziikségiink lenne a differencialformak, illetve a gorbe génuszanak definicioja-
ra. S6t, ha C' egy tetsz6leges sima projektiv gorbe, akkor Pic’(C) szintén azonosithaté egy
algebrai varietéssal: ez lesz a C' gérbe Jacobi-varietésa, melyen természetes médon van egy
Abel-csoport struktura. Az igy kapott algebrai varietasokat Abel-féle varietasoknak nevezzik
— ezek az elliptikus gorbék magasabb dimenzios altalanositésai. Akit érdekel a téma, a [9]
jegyzetben olvashat errél tébbet.

3.10.9. Megjegyzés. Ha E egy esetleg szingularis, harmadfokt gérbe, akkor is értelmezhets
egy Osszeadas E nemszinguldris pontjainak halmazén, melyre nézve a nemszingularis pontok
Abel-csoportot alkotnak.

3.11. Miért korosztasi testek?

Az algebrai szamelméletben rendkiviil fontos szerepet jatszanak a korosztasi testek, az-
az a racionalis szamtest egységgyokokkel valo bévitései. Egyrészt — ahogy latni fogjuk — a
Fermat-sejtés egyes specialis eseteinek a bizonyitésa is ezen bévitések szamelméletét hasz-
nalja. Valoban, ha 2 < p egy primszam, akkor az 2P 4+ y? = 2P egyenletet Q((,) folott az
Hf:_& (z + ly) = 2P alakba irhatjuk (itt ¢, egy primitiv p-edik egységgyok). A 19. szazad
végén hatalmas attorésnek szamitott, hogy Ernst Kummer német matematikus belatta, hogy
az =P + yP = 2P egyenletnek nincs az egészek korében nemtrivialis megoldasa, ha p egy un.
reguldris prim, azaz ha p nem osztja a Q((,) test osztalyszamat. A matematikatorténészek
azt valoszindsitik, hogy Fermat ,csodalatos bizonyitasa”, ami nem fért ki a margoéra is ezen az
otleten alapulhatott, melynek sordan Fermat — hibasan — feltette, hogy a szamelmélet alapté-
tele igaz a Q((,) testben is. Sajnos ezt a modszert azota sem sikeriilt altalanositani irregularis
primekre — Wiles bizonyitasa a Fermat sejtésre mas modszeren alapszik: ha 2P 4+ y? = 2P-nek
lenne egy nemtrividlis megoldésa, akkor létezne egy bizonyos tulajdonsagokkal rendelkezs el-
liptikus gorbe. Wiles modularis formak segitségével azt latta be, hogy ilyen nagyon specialis
tulajdonsigokkal rendelkezd elliptikus gorbék nem 1éteznek.

Ami a regularis primeket illeti, Jensen 1915-ben belatta, hogy végtelen sok irregularis prim
van (a legkisebb egyébként a 37), specilisan végtelen sok korosztasi testben sériil az elemekre
a szamelmélet alaptétele. Az viszont méig megoldatlan, hogy végtelen sok regularis prim van-
e. Siegel sejtése, hogy igen, s6t azt sejti Siegel, hogy a regularis primek aszimptotikus stirtisége
a primek kozott \/ié

Ernst Kummer bamulatos észrevétele volt az is, hogy az, hogy egy p primszam reguléris-e,
leolvashaté az tgynevezett By Bernoulli szamokrol. A Bernoulli szdmoknak tobb ekvivalens
definicidja létezik, a legegyszeriibb taldn a kovetkezd generatorfiiggvényes:

t OOBtk
et—l_kZ MR
=0
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Az mar ebbdl a definiciobdl is vildgos, hogy a By szdmok racionélisak. Kummer azt latta
be, hogy p pontosan akkor regularis prim, ha p nem osztja a Bj Bernoulli szam egyszertsitett
alakjanak szamlalojat semmilyen k£ =24, ..., p — 3 paros szamra sem. Vegyiik észre, hogy

> tk —t tet .k
kz_o A +kz_0 “F!

Tehéat By,11 =0, han > 1.

Egy viszonylag mély Osszefiiggés viszont a Bernoulli szamok kapcsolata a Riemann-féle
(-fliggvénnyel — melyet a (-fliggvény fliggvényegyenletébdl és a I'-fliggvény tulajdonsigaibol
lehet levezetni. Jeloljiikk ((s)-sel a Riemann-féle (-fliggvényt: ha Re(s) > 1, akkor ((s) =
=>>, ni Ennek létezik analitikus folytatas az s = 1 egyszeres polustol eltekintve az egész
komplex sikra. Ekkor minden n > 1-re

ci—ny=-2n (3.6)

n

Specialisan a Riemann (-nak zérushelye van a negativ paros szamokban. FEzek a (-fliggvény

tgynevezett trivialis gyokei. A Riemann-sejtés szerint ezeken kiviil csak a Re(s) = % fiiggtleges
egyenesen vannak a (-fliggvény gyokei. A fenti formulabodl — a (-fiiggvény fiiggvényegyenleté-

nek segitségével — az is kovetkezik, hogy ha n > 1 egész, akkor

2T 2n
Ca

((2n) = (—1)n+1m

Speciélisan ezek a fiiggvényértékek mind transzcendensek.

A formulét kombindlva Kummer észrevételével azt kapjuk, hogy a (-fiiggvény specia-
lis értékeirdl leolvashato informéacié a korosztasi testek osztalyszamarol. Erre a jelenségre épiil
az Iwasawa-elmélet is, ami a (-fliggvény, vagy altaldnosabban bizonyos L-fiiggvények speci-
alis értékeibdl probal aritmetikai informéciot kinyerni. A kiindulépont a kdvetkezd — szintén
Kummer nevéhez fiz6d6 — kongruencidk a Bernoulli-szamokra:

1Pk = G )P = )P = (- - D) (mod p) . (37)

k l
hap—11k =1 (mod p(p")), ahol ¢(p") = p" ' (p — 1) az Euler-féle p-fiiggvény. Ezt tgy
kell érteni, hogy a két oldalon &ll6 racionalis szamok nevezGje nem oszthatd p-vel, ezért te-
kinthetjiik mindkét oldalt modulo p™. A fenti kongruenciat tgy is interpretalhatjuk, hogy az
(1 — p~*)((s)-fiiggvényt a negativ egész szamokrol ki lehet terjeszteni folytonosan

(Z/(p = D\A{0}) x Im Z/(p"") = (Z/(p — 1) \ {0}) X Z, -re,

azaz a p-adikus szamok p — 2 példanyara. (Ez a (p — 2) darab kiterjesztés olyasmi, mint a
komplex test folott a négyzetgyokfiiggvény két adga. A p-adikus szamok definiciojat lasd a
kovetkezo fejezetben.) Mivel
1
C(S)_ H 1_q_5 )




ezért az (1 — p~*)((s) szorzat nem mas, mint a modositott (-fiiggvény, ahol a p-hez tartozo
Euler-faktort kihagyjuk a szorzattabontasbol. Ez a p-adikus kiterjesztés az tgynevezett p-
adikus (-fiiggvény, amely rengeteg aritmetikai informéciot hordoz.

A kovetkez6 heurisztikus gondolatmenet szigortian véve teljesen hibas, és nem is lehet
ilyen formaban precizzé tenni, de mégis ramutat arra, hogyan lehet egy ilyen Kummer-féle
kongruenciat megsejteni. Induljunk ki az

(R ORI | = D

g7p prim 1<n,(n,p)=1

formulabol. Vegyiik észre, hogy az Euler-Fermat tétel értelmében (mivel feltettiik, hogy (n, p) =
= 1)
ha k=1 (mod p(p")) , akkor n*=n' (mod p").

Ha ennek a végtelen sok kongruencianak a reciprokat osszeadjuk, akkor
(1 =p™")Ck) = (1 =p 7))

adodik. Sajnos ezzel a gondolatmenettel tobb bokkend is van:

(1) egyrészt miért lehetne 6sszeadni végtelen sok kongruenciat;

(2) maésrészt ha k és [ pozitiv egészek, akkor ((k), ill. {(I) nem racionélis, de még csak nem
is algebrai szam — mi értelme lenne akkor egy ilyen kongruencidnak?;

(3) harmadrészt ha viszont negativ egész k-t és l-et vesziink (ilyenkor (k) és ((I) valoban
racionalis), és az (1)-es szamu probléméaval valamilyen csodaval hataros moédon megbir-
kozunk, akkor pedig az a baj, hogy a Z1gn,(n,p):1 nik Osszeg nem konvergal.

Annél inkabb bamulatos, hogy a (3.7)) kongruencidk mégis teljesiilnek (legalabbis, ha p—11 k)!
Akit érdekel a téma a [2] konyvben olvashat uténa.

3.12. Korosztasi testek

3.12.1. Definici6é. Az n-edik korosztasi testnek a Q((,) testet nevezziik, ahol ¢, egy primitiv
n-edik egységgyok.

A kovetkezd technikai Lemma késziti el6 primhatvany n-re az n-edik korosztasi test egész
bazisat.

3.12.2. Lemma. Legyen { eqy primszim és X =1 — (pr =: 1 — (. Jelolyiik tovabba Opr-nel az
egészek gyiridjét Q(¢)-ban. Ekkor
0Op = (N)™

ahol m = p(0") = (L — 1)1 = |Q(C) : Q|. Specidlisan ¢ egy primidedl, melynek inercia-
foka 1, azaz ( teljesen eldgazik Q(¢)-ban, és Op/(N) = F,. Tovdbbd az 1,(, ..., ¢ bdzis
diszkrimindnsa d = +0%, ahol s = ("1 (rd —r —1).
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Bizonyitds. Legyen @ (x) = Zﬁ:(l) 2" ag £"-edik kérosztasi polinom. Mivel ez irreducibilis

(7] 3.9.9. Tétel), ezért ez ¢ minimalpolinomja Q folétt. Masrészt

(=d.()= J[ a-¢).

ge(z/erz)>

ahol 1 — (9 minden g-re \ egységszerese. Valoban, ha ¢~ + ("Z € (Z/{"Z)* a g inverze a
multiplikativ csoportban valamilyen 1 < g~! € Z szamra, akkor

1_<’g g—1
6g:1_<:1—|—g—|—...+< 6(927.

1 — 99" _
6g1=1_—<4g=1+cg+~~+<g<g Doy,

azaz £, € O, Speciélisan azt kaptuk, hogy (O, = (A\)#(*). Tehét ebben a specialis esetben
az e elagazasi index megegyezik a ¢(¢") fokszammal, ezért a fundamentalis egyenlet ([3.8.3]
Tétel) miatt az ¢ prim teljesen elagazik, azaz f = 1.

;;;;;

A diszkriminansrol szol6 allitashoz vegyiik észre, hogy d(1,¢, ..., (™) egy Vandermonde
tipust determinans négyzete, azaz ha ¢ = (1, ..., G, jeloli ¢ Galois-konjugéltjait (azaz jelen
esetben az Gsszes primitiv ("-edik egységgyokot), akkor

d= H(Q - Cj)z =+ H(Cz H @ (Gi) = No(c /@(%(C)) :
i<j i#j
A (x”ul — 1)®4r(x) = 2% — 1 egyenletet lederivalva és (-t behelyettesitve azt kapjuk, hogy
(" = D) = ¢!

Itt (1 egy egység, tehat normaja +1, ugyanakkor
r—1 r—1 . -1 _—
Nooya(¢" ™ = 1) = Nygry (€7 = 1)/UORETl — g

hiszen ¢¢' egy f-edik egységgyok, ezért ¢ — 1 norméja elSjeltsl eltekintve ®y(z + 1)
konstans tagja, azaz £¢. Behelyettesitve adodik a d-re vonatkozé allitas. O]

3.12.3. Allitas. Ha (" eqy tetszdleges primhatvdny, akkor Op-ben 1,¢, ..., CPUI=1 egész bdzist
alkot. Masszoval Op = Z[(].

Bizonyitds. A [3.12.2] Lemmat kombinélva a [3.2.4] Allitassal azt kapjuk, hogy
COp CZ[C) C Opr

Mésrészt a . Lemma els§ része szerint Op /JNOpr = Z /U7, azaz Op = Z + AOyr, specié-
lisan Opr = Z[C] + M\Oyr. Utobbi egyenletet A-val szorozva azt kapjuk, hogy A\Op = NZ[(] +
+ A20p C Z[C] + A2Oyr. Tehat a két egyenletet dsszevetve Op = Z[C] + A\2Opr, és igy tovabb
indukcioval Op = Z[(] + AXO0p = Z[(] + 6O0p = Z[(). O
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A kivetkezs célunk annak igazolasa, hogy a [3.12.3] Allitds nemcsak primhatvanyokra,
hanem tetszéleges egész szamra igaz. Ehhez sziikségiink lesz a kovetkez6 — szintén technikai
— technikai Lemmara.

3.12.4. Lemma. Legyen Ok eqy Dedekind gyird K hdnyadostesttel és legyenek K < L <
< K és K < L' < K véges Galois-bévitések, melyek foka n, ill. n', és LN L' = K. Legyen
tovdbbd wy, . .., w, egqy egész bazis Op-ben, Wi, ..., w, pedig eqy egész bdazis O -ben d, ill. d’
diszkrimindnssal. Tegyiik fel tovdbbd, hogy (d,d’) = O (relativ primek). Ekkor {w;w} | 1 <
< i< nl < j<n} oegy egész bazisa Opp-nek. Tovabbda LL'-ben pontosan azok a K-beli
primek dgaznak el, melyek L-ben vagy L'-ben eldgaznak.

Bizonyitds. Elészor is az LL' kompozicio is egy Galois-bévités, hiszen normalis és szepa-
rabilis. Tehat Gal(LL'/L) és Gal(LL'/L') két normaloszt6 Gal(LL'/K)-ban (hiszen fixtes-
tiik Galois), melyek metszete csak az egységelem, hiszen ha egy automorfizmus L-et és L'-t
is fixen hagyja, akkor a kompoziciojukat is. Tovabba a Galois-elmélet f6tétele szerint ([7]
6.6.7. Tétel) a két normalosztd altal generalt részcsoportnak K = L N L' felel meg, az
az Gal(LL'/K) = Gal(LL'/L) x Gal(LL'/L’), specidlisan Gal(L/K) = Gal(LL'/L'), igy
|[LL": K| = nn'. Tehat {w;w}} egy bézis LL'-ben, mint K f6l6tti vektortérben, hiszen trivia-
lisan generatorrendszer, és nn’ elemti.

Az is vilagos, hogy w;w’ minden i, j-re egész Oy f6lott, hiszen az egész elemek részgytirtit

j
alkotnak. Azt kell még belatnunk, hogy o € Op 1 esetén az

a= Z 4 JWW] (3.8)
1,

eléallitasban az a; ; € K szamok Og-ban vannak. Legyen §; = > . a; jw; € L és Gal(LL'/L) =
= {o{,...,0,}. Tekintsiik tovabba az X = ((ojw})) € L™>*" métrixot, illetve az a =
= (o}a,...,0l,0)T € (LL')" ésab= (B,...,By) € L™ vektorokat. Ekkor a egyenlet
miatt @ = Xb, hiszen o] fixen hagyja a b vektort. Tovabba a d' diszkriminans definicioja
szerint det(X)? = d'. Tehat ha X* jelli az elGjeles aldetermindnsokbol &ll6 matrixot, ak-
kor det(X)b = X*a € OF},, specidlisan d'a;; € Ok, hiszen {w;} egy egész bazis O-ben.
Hasonloan da, ; € Ok, tehat a;; € Oga;; = (d,d")a; ; C Ok.

A masodik allitashoz egyrészt ha egy prim elagazik L-ben vagy L’-ben, akkor LL'-ben is,
hiszen az eldgazasi indexek Osszeszorzodnak. Masrészt vegyiik észre, hogy a Megjegy-
zés miatt egy 0 # p < O prim pontosan akkor dgazik el LL'-ben, ha egy (= az Osszes)
P <1 Opp primre az Ip inerciarészesoport Gal(LL'/K)-ban nemtrivialis. Tovabba Ip képe a
Gal(LL'/K) — Gal(L/K) faktorleképezésnél nyilvan benne van P N Oy, inerciarészcsoport-
jaban, hiszen egy o € Ip elem a maradéktesten trividlisan hat. Viszont ha p nem &gazik el
L-ben, akkor PN Oy inerciarészcsoportja trivialis, specialisan Ip benne van ennek a faktorle-
képezésnek a magjaban, Gal(LL'/L")-ben. Hasonloképp Ip < Gal(LL'/L), node Gal(LL'/L)N

NGal(LL' /L") = {1}, azaz p nem égazik el LL'-ben. O
3.12.5. Tétel. Ha n eqy tetszdleges pozitiv egész akkor a Q((,) korosztasi test egészeinek
gytirije O, = Z[(,). Specidlisan 1,¢,, ..., e=1 ooésy bazis.

Bizonyitds. Legyen n = [[;_, p/". Az r szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk. Ha r = 1,

akkor a [3.12.3| Allitas miatt Opgl—ben egész bazis a {17Cp;1, o ,C;V(fll)_l} halmaz d; = +
1

+pi* diszkriminanssal, tehat ebben a bévitésben csak p; agazik el a [3.8.6] Tétel szerint.
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Tovabba ha m = z%’ akkor O,,-re alkalmazhatjuk az indukcios feltevést és a [3.12.4] Lemma
alkalmazasaként kapjuk, hogy O,-nek is létezik egységgyckokbdl allo egész bazisa. Valoban:
Oy, és Oy diszkriminansai relativ primek egyméshoz, hiszen d;-nek csak p; a primosztoja, de
ez a. Lemma masodik allitasa és a[3.8.6] Tétel szerint nem agazik el O,,-ben. Specilisan

O,, = Z[(,)], hiszen minden n-edik egységgyok ¢, egy hatvanya. O

3.12.6. Kovetkezmény. Egy p pdratlan prim pontosan akkor dgazik el Op,-ben, ha p | n,
illetve a p = 2 prim pontosan akkor dgazik el O,-ben, ha 4 | n. Tovdbbd ha p pontosan a v-
edik hatvdnyon szerepel n primtényezds felbontdsdban és f jeldli p rendjét (Z/}%)X—ben, akkor
p primtényezds felbontdsa

pO, = (P, ...P,)*"")

szerkezeti, ahol r = f“;((’;z), és P, ..., P, kiilonbozd primidedlok f inerciafokkal.

Bizonyitas. Mivel O,, = Z|[(,], ezért elég a ®,,(x) kérosztasi polinomot felbontani irreducibili-
sek szorzatara modulo p. Ez pedig a 6.7.20. Feladat [7]-ben kombinalva azzal az észrevétellel,
hogy ®,,(z) = @p%(m)@@”) (mod p). Ez utébbi kongruencia teljes indukcioval kovetkezik a

H@u(x)p” — (g™ — 1) =a"— 1= H ®4(z) (mod p)

ulm dn

kongruenciabol (m = ;%) Valéban, a bal oldalon ®,,(z) kitevéje p”, a jobb oldalon pedig

minden d = mp* (k < v) esetén az indukcios feltevésbsl adodik egy ®@,,(z)?®") tényezd.
Viszont p” — >0 ¢(pF) = ¢ (p").

A p = 2 esetet azért kellett kiillonvalasztanunk, mivel primitiv masodik egységgyok mar
Q-ban is van (jelesiil a —1). Valoban, ha a p = 2 prim pontosan elsé hatvanyon szerepel n
primtényezds felbontasaban, akkor a P; primidealok kitevGje ¢(2) = 1. O

3.12.7. Definicié. Egy K algebrai szamtestet komplex szorz6 testnek, vagy roviden CM
testnek hivunk, ha K egy teljesen képzetes masodfoku bévitése egy teljesen valos KT < K
testnek.

3.12.8. Lemma. A Q((,) n-edik korosztasi test eqy CM test, ha n > 3. A teljesen valds
részteste Q(C,) T = Q(C, + Y.

Bizonyitds. El6szor is Q((,) valoban teljesen képzetes, hiszen R-ben nincsen n-edik egység-
gyok n > 3 esetén. Masrészt G, + (' = G, + G, € R. S6t, ¢, + ¢, minden Galois-konjugaltja
egy n-edik egységgyok és konjugéltjanak osszege, tehéat valos. Tehat Q(¢, + ¢, ') minden C-
be valo bedgyazdsanak képe R-ben van, azaz Q((, + (') teljesen valos. Végiil ¢, gyoke az
2% = 2(Gu+ (1) + 1 € QG + ¢1)la] polinomnak, azaz [Q(Cy) : Q(Gu + G| = 2. 0

Ha K egy CM-test, akkor a K/ K™ bovités masodfoku, specidlisan Galois. A Galois-csoport
egyetlen nemtrividlis elemét “-sal jeloljiik a komplex konjugaléds mintajara. Ha K-t a komplex
szamok egy résztestével azonositjuk, akkor ez valoban a komplex konjugalas.

3.12.9. Allitas. Ha K eqy CM test és u € O egy eqyséq az egészek gytrdjében, akkor
u/u € OF egy eqységgyok.
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Bizonyitds. Belatjuk, hogy u/% minden Galois-konjugaltja 1 abszolutértékd. Ebbdl kiovetke-
zik, hogy egységgyok, hiszen ekkor ez u/u Osszes hatvanyara is igaz, azaz a { Gk fuk) | ke
€ Z} C j(Ok) C Kg halmaz korlatos. Node j(Ok) C Kg diszkrét, ezért {j(% ) | k € Z} egy
véges halmaz. Specialisan u/u-nak csak véges sok hatvanya van, azaz egyseggyok.

Legyen 7: K — C egy tetsz6leges injektiv testhomomorfizmus. Mivel K egy CM test, ezért
T(K) ¢ R, de 7(K") C R. Tehat a komplex konjugalds a 7(K)/7(K™) testbévités egyetlen
nemtrivialis automorfizmusa, specialisan 7(u) = 7(a). Igy 7(u/T) = 7(u)/7(u) egy egységnyi
abszolutértéki komplex szam. O]

3.12.10. Kovetkezmény. Ha K egy CM test, akkor az Of és Oy, Abel-csoportok rangja
megeqyezik.

Bizonyitds. Jeloljik pu(K)-val a K-testben levs egységgyokok csoportjat. Az el6zd allitas sze-
rint létezik egy

Ok — u(K)
u = u/u

csoporthomomorfizmus. Vegyiik észre, hogy ennek magja nem mas, mint O, hiszen ezek
pontosan azok az egységek, melyek megegyeznek a konjugaltjukkal, azaz valosak. Mivel a pu(K)
csoport véges, ezért Oy, rangja megegyezik Oy rangjaval a végesen generalt Abel-csoportok
alaptétele miatt (7] 7.4.1. Tétel). O

3.12.11. Kovetkezmény. Ha p egy pdratlan prim, akkor minden u € O;k. felirhato u = Clv
alakban, ahol ¢ = (- eqy primitiv pr-adik eqységqyok, | egy egész szim, v € Z[¢] N R pedig
valos.

Bizonyitds. A Allitas miatt u/u egy egységgyok. Node vegyiik észre, hogy Q(¢)-ban
minden egységgyck rendje osztdja 2pF-nak. Valoban, ha egy e primitiv n-edik egységgyok
benne van Q((,+)-ban, akkor Q(e) C Q((,x). Specialisan Q((,)-ban van [n, p*]-adik (legkisebb
koz0s t6bbszoros) egységeyok is, azaz ¢([n, p¥]) | p(p*). Ekkor viszont n | 2p* (pl. a ¢ explicit
képletébdl).

Belatjuk, hogy Val()jéban u /T egy pF-adik egységgyck. Eloszor is u-t frjuk fel u = ag+ai(+
o agpr (PP alakban (a; € Z, i =0,1,...,¢(p*) —1). Ekkor u = ‘p_p f)-1 a; ("t =
(mod ¢ — 1) Spemahsan u/u = 1 # —1 (mod ¢ — 1). Tehat a ha g Jeloh a 2p" adlk
egységgyokok csoportjat, akkor a —1, azaz az egyetlen masodrendii elem nincs benne a

X
Opk — /,L2pk
u = u/u

homomorfizmus képében. Tehat a képben nincs méasodrendd elem, azaz minden elem p*-
adik egységgyok. Mivel p* paratlan, ezért minden p*-adik egységgyok felirhato egy pF-adik
egységgyok négyzeteként, azaz alkalmas [ € Z-re u/u = (* = ('/¢!. Azaz v :==u/¢C' € R. [

3.12.1. A Fermat-sejtés els6 esete regularis primekre

[lusztracioként belatjuk a Fermat-sejtés els6 esetét regularis primekre.
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3.12.12. Tétel. Legyen p egy reguldris prim, azaz p nem osztja Q((,) osztdlyszamdt. Ekkor
az xP + yP = 2P egyenletnek az egész szamok korében nincs olyan megolddsa, melyre p{ xyz.

3.12.13. Megjegyzés. A fenti egy kissé gyengébb eredmény, mint a Fermat sejtés a p kite-
vére, hiszen elvileg lehetne olyan nemtrividlis megoldas is, melyben p osztja az z,y, z szamok
valamelyikét. Hasonloé modszerrel ezt is ki lehet zarni, de ettdl a jelen jegyzetben eltekintiink,
mivel egyrészt sok szamoléast igényelne, masrészt sziikség van Kummer alabbi lemmajara:

3.12.14. Lemma (Kummer). Legyen p egy reguldris prim és u € Z[(p]* egy olyan egyséy,
melyre van olyan a € Z, hogy u = a (mod p). Ekkor u egy p-edik hatvdny, azaz van olyan
v € Z[G]*, amire u = vP.

A fenti lemménak tobbféle bizonyitasa van. Az egyik [I] azon alapul, hogy ha u p-edik
gyokével bovitjik Q((¢)-t, akkor az egy olyan Galois-b&vités lesz, melynek Galois-csoportja
p-rendi ciklikus (vagy ha u eleve p-edik hatvany, akkor trivialis), rdadasul egyetlen Q(¢,)-beli
prim sem &gazik el benne (utobbit belatni nehéz). Viszont az osztdlytest-elmélet szerint ekkor
ennek a bévitésnek a foka osztana az osztalyszamot, ami ellentmond p regularitdsanak. Az
osztalytest-elmélet lényegében a Kronecker—Weber tétel . Tétel) altalanositasa Q véges
bévitéseire. Egy masik bizonyitasa a Kummer lemménak p-adikus analizist hasznél és a regu-
laris primek Bernoulli szamokon keresztiili definiciojat [4]. A Fermat-sejtés masodik esetének
bizonyitasa a Kummer lemma segitségével hasonlo jellegti, mint az elsé eset bizonyitasa és
megtalalhato Keith Conrad jegyzetében [3].

A p = 3 esetben a teljes bizonyitas megtalalhato a [5] konyvben (7.7.10. Tétel). Ebben az
esetben a Q((3) testben igaz a szamelmélet alaptétele, ezért fogalmilag konnyebb a bizonyités.
Ebben a konyvben szintén megtalalhatd a Fermat-sejtés egy elemi bizonyitasa a 4 kitevére
(7.7.2. Tétel — ez utdbbi egyébként valoban Fermat tétele: odafért a margora a bizonyitas).

Bizonyitds. El6szor a p = 3 és a p = 5 eseteket intézziik el. Ha p = 3, akkor egy 3-mal nem
oszthatd egész szam kobe csak +1 maradékot adhat 9-cel osztva, ezért két kébszam Osszege
csak £2 vagy 0 lehet modulo 9, tehat nem lehet 1. Hasonloképp a p = 5 esetben egy 5-tel
nem oszthatd egész szam 6todik hatvanya +1, +7 maradékot adhat 25-tel osztva, ezért két
otodik hatvany Osszege csak 0, £2, £6, 8 lehet modulo 25, azaz nem lehet 6todik hatvany.

A tovabbiakban legyen p > 5. Az esetleges k6z0s osztd p-edik hatvanyaval leosztva felte-
hetjiik, hogy az x,y, z szdmok paronként relativ primek, hiszen ha kettSjiiknek lenne koézos
osztoja, az osztana a harmadikat is. Vegyiik észre tovabbé, hogy esetleges véltozocsere utan
feltehetjiik, hogy p t x — y. Valoban, ha x =y (mod p), de © Z —z (mod p), akkor az egyen-
letet atrendezhetjiik tgy, hogy 27 + (—2)P? = (—y)P. Az viszont nem lehet, hogy z =y = —=z
(mod p), hiszen ekkor p | 327 ellentmond a p > 3 és p 1 xyz feltevéseknek. Az egyenletet
O, = Z[(,] = Z[(]-ban szorzattaalakithatjuk a kévetkezSképpen:

p—1

[T+ ¢y ==

i=0
Jeloljiikk p = (1 — ()-val az egyetlen p f6lotti primet O,-ben.

3.12.15. Lemma. Az z + ('y szdmok pdronként relativ primek az O, gyiriben.
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Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy van egy olyan q primideal, melyre x4 'y, 2+ (’y € q valamilyen
0<ij<p- lre Ekkor (z+Cy) — (x+CPy) = y(C— ) € g s Oz + () — (e +
+ y) = x(¢? — ") € q. Mivel (z,y) =1 és " — (7 a p egy generdtoreleme, ezért csak q = p
lehet. Node z + 'y = x+y (mod p), de pt x+y, hiszen egyébként p | 2P + y? = 2P lenne. [

3.12.16. Lemma. Minden o € Op-re of € Z + pO,,.

Bizonyitds. Irjuk ot o = ag + a1 + -+ - + a,—2CP~% alakban. Ekkor modulo p emelhetiink
tagonként p-edik hatvanyra, azaz

o’ =af +aiP+---+ ag_QCp(”_Q) =ag+---+a, , €Z (mod pO,)
[

3.12.17. Lemma. Legyen o = ag + a1 + ...a, 1CP~', ahol a; € Z (i = 0,...,p— 1) és
legaldbb az egyik a; = 0. Ekkor ha a € nO, alkalmas n € Z egész szammal, akkor n | a;
minden t=10,...,p— 1-re.

Bizonyitds. Mivel 1+ ¢ + -+ + (P71 = 0, ezért barmely p — 1 ezek koziil egy egész bazist
alkot. O

Attérve idedlokra azt kapjuk, hogy az (x + ('y) paronként relativ prim idealok szorzata
egy ideél p-edik hatvanya. Az idedlokra torténd egyértelmii primfelbontas miatt azt kapjuk,
hogy minden i = 0, ...p—1-re az (z+('y) ideal egy A; ideal p-edik hatvanya. Node AY = (z+
+ ('y) egy foidedl, ezért A; osztalyédnak rendje a C1(O,) osztalycsoportban oszt6ja p-nek. De
mivel p-r6l feltettiik, hogy regularis prim, azaz p nem osztja Cl(O,) rendjét, ezért A; osztalya
trividlis, azaz A; = (a;) egy f6ideal. Specidlisan = + (y = ua? alkalmas u € O egységgel
(o = ay). S6t, a|3.12.11] Kévetkezmény szerint v = ('v alakba frhato, ahol v € R. Tovabba a
3.12.16, Lemma miatt van olyan a € Z egész szam, melyre o = a (mod pO,). Tehat

z+ Cy = Cwa  (mod pO,) .
Ezt megkonjugalva
r+ ¢ ly=¢"va  (mod pO,) .
A kettst Gsszevetve

e+ Cy—Ca—Cly=a+Cy—Clz+('y) =0 (mod pO,) . (3.9)

Ha az 1,¢, %71, (% szamok mind kiilonbozok, akkor mivel p > 5, ezért a [3.12.17, Lemma
ellentmond a p t x feltételnek. Tehat sziikségképpen van két egyenld ezek kozott a szamok
kozott.

— Ha 1 = ¢%, akkor a (3.9) egyenlet p | Cy — ¢ty alaki, ami — a[3.12.17, Lemma tjboli

alkalmazasaval — ellentmond annak, hogy p 1 y.

— Ha 1 = (%71 akkor ¢ = (%, azaz a (3.9) egyenlet p | (v —y) — (x — y)C alakd, ami a

p1x —y valasztasnak mond ellent.

— Ha ¢ = (%71, akkor a (3.9) egyenlet p | x — (?z alakil, ami szintén ellentmondés.
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4. fejezet

Ertékelések

4.1. Ertékelések, telités és a p-adikus szamok teste

4.1.1. Definicio. Legyen K egy test. Egy |- |: K — R2° fiiggvényt (multiplikativ) értékelés-
nek (vagy abszolutértéknek) neveziink, ha

(1) || =0 <= z=0;
(2) fzyl = [xllyl;
(3) |z +y| <|z|+ |y| (ez az tn. haromszogegyenlStlenség).

Az | - | értékelés indukél egy d(z,y) := |z — y| metrikdt K-n. Igy K egy metrikus tér
(specialisan van rajta egy topologia).

4.1.2. Példa. A trividlis abszolutérték: |z| =1 ha x # 0 és |0| = 0.

4.1.3. Lemma. Tetszdleges | - | értékelésre |1| = | —1| =1, és |1/x| = 1/]z| (x #0).
Bizonyitds. |1| = |1-1| = |1] - |1], ahol [1] # 0. Tovabba 1 = |(—1)?| = | — 1], ahol | — 1| > 0.
Vegil 1 = |z - 1/z| = |z||1/x|. O
4.1.4. Definicid. |- |, és |- |2 értékelések a K testen ekvivalensek, ha ugyanazt a topologiat
indukaljak.

4.1.5. Allitas. |- |, és ||y akkor és csak akkor ekvivalens, ha létezik olyan s > 0 valds szdm,

melyre |z|; = |z|5 minden x € K-ra.

Bizonyitds. Az < irany trivialis. A masik iranyhoz vegyiik észre, hogy |z|; < 1 akkor és csak
akkor teljesiil, ha = hatvanyai nulldhoz tartanak az | - |; értékelésben (i = 1,2). Tehat ha | - |;
és | - |2 ugyanazt a topologiat indukalja, akkor |z|; < 1 akkor és csak akkor, ha |z|]s < 1.
Ezt x helyett a/b-re és b/a-ra is alkalmazva a . Lemma segitségével azt kapjuk, hogy
la|l; < |bly < |ala < |bl2 (a,b € K). Speciélisan ha | - |y és |- |2 koziil az egyik trivialis, akkor
a masik is, ezért feltehetjiik, hogy létezik y € K, melyre |y|; > 1. Ekkor |y|s > 1, ezért
valaszthatjuk az s > 0 valos szamot ugy, hogy |y|1 = |y|5. Tetszoleges 0 # = € K-ra van
olyan a = a(x) € R, melyre |z|; = |y|{. Vegyiik racionalis szamoknak egy szigorian monoton
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csokkend (74);en (my,n; € Z, n; # 0) sorozatat, melynek hatarértéke a. Ekkor |z|; = [y|f <

< |y|y ™, azaz |x™i|p < |y™i|y, igy |2™i|e < |y™i|a, azaz |zl < |yl . i-vel végtelenhez
tartva azt kapjuk, hogy |z|s < |y|g. Masrészt ha a-t alulrol kozelitjiik racionalisakkal, akkor
|z]o > |y|$ hasonloképp adodik, tehat |x|; = |y|¢ = |y[5* = |x|3 teljesiil minden 0 # x € K-ra
(és persze x = O-ra is). O

mz/nl mz/nz

4.1.6. Definici6. Azt mondjuk, hogy az |-| értékelés nemarkhimédeszi, ha a {|n-1|: n € Z} C
C R halmaz korlatos, illetve arkhimédeszi ha ez a halmaz nem korlatos (v.6.: arkhimédeszi
axioma, mely szerint minden valésnél van nagyobb egész).

4.1.7. Megjegyzés. Mondhattuk volna azt is, hogy ha a f: Z — K, f(1) = 1 gytirtihomo-
morfizmus képe korldtos K-ban, akkor a | - | nemarkhimédeszi. Viszont ehhez definidlnunk
kellett volna a korlatossdgot K részhalmazaira.

4.1.8. Példa. 1. A trivialis értékelés nemarkhimédeszi.

2. A szokésos (a mostani jegyzetben |- |-nel jelolt) abszolutérték R-en (vagy C-n vagy
ezeknek egy résztestén) arkhimédeszi.

3. Legyen p egy primszam. Vegyiik Q-n az |- |, tn. p-adikus értékelést, melyre |¢p"|, = p~",
ahol p{a,b € Z, és |0], = 0. Ez nemarkhimédeszi, hiszen ha $p" € Z, akkor n > 0, azaz
|%pn|p =p "< 1L

4. Altalaban, ha v: K* — Z egy diszkrét értékelés, akkor |z| := e™¥@) (x # 0) és |0] := 0
egy nemarkhimédeszi abszolutérték a K testen. Ezt nevezziik a v diszkrét értékeléshez
tartozo abszolutértéknek. Itt e a természetes alapi logaritmus alapszéma, de helyette
valaszthatndnk barmilyen mas 1-nél nagyobb valos szamot. Amennyiben K maradék-
teste véges, akkor szokasos valasztés ennek a véges testnek az elemszéma e helyett.

4.1.9. Gyakorlat. Igazoljuk, hogy a fent definidlt p-adikus értékelés Q-n valoban teljesiti az
(1) — (3) aziomdkat.

4.1.10. Allitas. A |- | értékelés akkor és csak akkor nemarkhimédeszi, ha teljesiil az tin.
ultrametrikus egyenldtlenség, mely szerint

(3) |z +y| < max(lz], [y]).
S6t, ha | - | nemarkhimédeszi, akkor {|n - 1|,n € Z} nemcsak korldtos, hanem |n - 1| < 1.

Bizonyitds. Ha teljesiil az ultrametrikus egyenl6tlenség, akkor nyilvan |n - 1| < |1| = 1. Més-
részt ha k > 0 egész, |x| > |y| és |n - 1| < C valamilyen 0 < C' € R-re, akkor

k k
k
!x+y|’“=\(w+y)’“|=!2<.) <Y () 1|z |y|F~ J<chx\k (k+1)Cz|* .
7=0 J 7=0 7=0
A fenti egyenletbdl k-adik gyokot vonva és k-val tartva a végtelenbe adodik az allitas. O]

4.1.11. Tétel (Ostrowski). A raciondlis szamok Q testén ekvivalencia erejéig csak a trividlis,
a valds | - |« €s a p-adikus | - |, értékelések vannak (ahol p € N végigfut a primszdmokon).
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Bizonyitds. Hogy ossze ne keverjik | - |o-vel, hasznaljuk inkabb a || - || jelolést az értékelésre
ebben a bizonyitdsban. Tehat vegyiink egy || - ||: Q — R=Y értékelést.

1. eset: || - || nemarkhimédeszi. Ha minden p primszamra |[p|| = 1, akkor az értékelés
trivialis (negativokra lasd 4.1.3] Lemma). Tehét feltehetjiik, hogy van olyan p prim, melyre
IIp|| < 1. Vegyiik észre, hogy ekkor az A := {a € Z: ||a|| < 1} egy ideal Z-ben, hiszen zart
az Osszeadasra a (3') ultrametrikus egyenl6tlenség miatt, és (2) miatt a kiilsé elemmel valo
szorzasra is, hiszen a. Allitas szerint ||n|| < 1,han € Z. Node p € A, ugyanakkor 1 ¢ A,
ezért A = (p), hiszen (p) egy maximalis ideél Z-ben. Ez viszont azt jelenti, hogy p 1 a,b € Z

esetén [laf| = [[bl] = 1, azaz [|5p"|| = [|pl|* = |5p"[;, ahol s := log, , [|p]|-
2. eset: || - || arkhimédeszi. Legyen 1 < m,n € Z tetszéleges.
4.1.12. Lemma. FEkkor |m||'/'°¢™ = ||n||*/1°8™  ahol log a természetes alapi logaritmust

jeloli (valdjaban mindegy, hogy melyik).

Bizonyitds. Irjuk fel m-et n-es szdmrendszerben, azaz m = Y _;_ja;n’, ahol 0 < a; < n (0 <
<i<r). Ekkor n” < m, azaz r < 28 tovabba ||a;]| < al|1]| = a; < n. Igy

logn ’

lmll =11 am’ll < Y llaillnl- (4.1)
=0 =0

Vegyiik észre, hogy ha |n| < 1, akkor |[m|| < n(r + 1) < "eemtlosn) (jahbit m helyett

logn
mF-ra alkalmazva és k-adik gyokot vonva ||m| < ¢/n + % adodik, ami k — oo-vel m-t6l
fiiggetlen korlatot ad ||m|-re. Ez pedig ellentmond annak, hogy || - || arkhimédeszi. Tehat

IIn|]| > 1, és (4.1)) miatt

logm

).

lmll < > llaalllnl® < nll” ) llasll < lInl"n(r + 1) < |ln]™ " n(1 + g
=0 1=0

Ebben m helyére m*-t irva, k-adik gyokot vonva és k-val tartva a végtelenbe azt kapjuk, hogy
lm|| < ||n|/'ee™/ e Az allitds m és n szerepének felcserélésével adodik. O

log [|n|

o valamilyen 1 < n € Z-re. A fenti Lemma szerint s nem fiigg n valaszta-
gn

Legyen s :=
satol, és pozitiv. Igy ||m|| = e*1°¢™ = m?® = |m|3, minden 1 < m € Z-re, s6t, a[4.1.3} Lemma
miatt m < 1-re is, tehat hanyadost képezve minden racionalis m-re is. O

4.1.13. Definicié. Azt mondjuk, hogy a K test teljes a | - | értékelésre nézve, ha minden
Cauchy-sorozat konvergens.

4.1.14. Példa. R és C teljes a | - | értékelésre nézve, Q viszont csak a trivialis értékelésre
nézve teljes, hiszen ebben minden Cauchy sorozat valamilyen indextdl kezdve konstans.

A tovabbiakban azt mutatjuk meg, hogy lehet egy tetszdleges értékelt testet bedgyazni egy
teljes testbe. Legyen K tehat egy test, melyen értelmezve van egy |- | értékelés. Definialjuk

R :={(ay), € K": Ve > 03N € N, melyre |a, — a,,| < € ha m,n > N}-et

mint a K-beli Cauchy-sorozatok gytirtjét. Ez valoban gytird a koordindtankénti mtiveletekre,
hiszen Cauchy-sorozatok Osszege, kiilonbsége és szorzata is Cauchy. Vegyiik észre, hogy K
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diagondlisan bedgyazodik R-be, azaz van egy ¢: K — R injektiv gytrihomomorfizmus, melyet
a t(c) := (c), képlet definial, azaz egy ¢ € K elem esetén ¢(c) a konstans ¢ sorozat. Legyen I
azon sorozatok halmaza, amik véges sok tagtol eltekintve azonosan 0-k. Ekkor I <1 R egy ideéal.
Jeloljiil R/1y =: Ry-lal a faktorgytirtt. Ro-ra gondolhatunk tgy is, mint a Cauchy-sorozatok
ekvivalencia-osztalyainak gytridjére, ahol két Cauchy-sorozat ekvivalens, ha véges sok tagtol
eltekintve megegyeznek.

4.1.15. Allitas. R, lokdlis gytrt, melyben a mazimdlis idedlt a nullasorozatok alkotjdk.

Bizonyitds. Jeloljik M-mel azt a részhalmazat R-nek, melynek elemei a nullasorozatok (azaz
a 0-hoz konvergélo6 sorozatok). M nyilvan zart a kivonasra és az R-beli elemmel valo szorzésra,
tehat M < R. S6t, nyilvan I, € M. Masrészt ha (a,), egy Cauchy-sorozat, melynek tagjai
nem tartanak a 0-hoz, akkor (1/a,),>n is egy Cauchy-sorozat elég nagy N-re (hiszen ha N
clég nagy, akkor N < n esetén a, # 0), tehat (a,), invertalhaté Ry-ban. Igy M valéban
maximalis ideal. O

4.1.16. Definici6. Legyen K test egy |-| értékeléssel. Ekkor (K, |-|) telitettje definicio szerint
a K := R/M test.

4.1.17. Megjegyzés. K valéban test, hiszen R-et egy maximaélis ideéllal faktorizaltuk.

Vegyiik észre, hogy a ¢ beagyazas kompozicidja az R — K= R/M faktorleképezéssel még
mindig injektiv: ha 0 # ¢ € K, akkor a konstans ¢ sorozat nem tart nullahoz, azaz nincs benne
M-ben. Tehat innentsl K-t gy tekintjik, mint K egy résztestét. Be kell még latnunk, hogy
K valoban egy telitett, azaz teljes. Ehhez legel6szor ki kell terjeszteniink az || értékelést K-rol
K-ra. Mivel |ap| < |ap| + |am — an| < |an| + ¢, ha n,m > N = N(¢) elég nagy, ezért ha (a,)n
Cauchy-sorozat K-ban, akkor |a,| is Cauchy, tehat konvergens R-ben. Igy értelmezhetjiik egy
(@), Cauchy-sorozat értékelését az |(ay,),| := lim, o |a,| limesszel. Nyilvan ha (a,,), és (by)n
kiilénbsége nullasorozat — azaz (ay), és (by), M-szerinti mellékosztalya megegyezik —, akkor
|(an)n| = [(bn)n|. Tovabbé a konstans ¢ sorozat értékelése nyilvan megegyezik ¢ értékelésével.
Ily modon kiterjesztettiik | - [-et K-ra. Egyszerti szamolés mutatja, hogy | - |-ra teljesiilnek
K-on is az (1) — (3) axiomak.

4.1.18. Allitas. K teljes a kiterjesztett | - | értékelésre nézve.

Bizonyitds. Be kell latnunk, hogy Cauchy-sorozatok ekvivalenciaosztalyainak egy Cauchy-
sorozata konvergdl egy Cauchy—sorozat ekvwalen(:laosztalyahoz Ha ¢ € N, akkor jelolje az
1-edik Cauchy-sorozat n-edik elemét a'y. Az, hogy a Cauchy-sorozataink sorozata Cauchy,
azt jelenti, hogy minden £ > 0O-ra létezik olyan nagy N(¢) € N, hogy ha i,j > N(e), akkor
van olyan M (i, j,€) € N, melyre |a$,i) - a%)| < e, ham > M(i, j,e). Tovabba minden rogzitett
i € N-re az (a%))n sorozat is Cauchy, igy minden i-re van olyan n; € N, melyre |a£,i.) — a%)| <
< 1/2%, ha m > n;. Belatjuk, hogy az (a%l)) sorozat Cauchy, és ennek ekvivalenciosztalya lesz
a hatarérték. Rogzitett € > 0-hoz legyen 7,7 > N(g/3) olyan, hogy 1/2¢,1/27 < /3. Tehat ha
m > M(i, j,e/3), akkor |al) — a$f)| < /3. Igy

1 1
+£/3—|——<5

) — a2)| = 1(af) — af2) + (a8 — o) + (af) — ) < o

n; n; m

azaz az (a%? )i sorozat Cauchy. Az, hogy ez a hatarérték, vilagos, hiszen minden € > 0 létezik
olyan N E N, hogy i > N esetén az i-edik sorozat (as))n mar e-nyira kozel van ehhez, azaz

]aﬁl ann \ < ¢ minden elég nagy n-re. ]
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4.1.19. Megjegyzés. A K telitettnek megvan a kovetkezd univerzalis tulajdonséga: Ha van
egy K — L értékeléstartd testhomomorfizmus egy teljes L testbe, akkor az kiterjed értéke-
léstartoan K-rol K-ra, s6t a kiterjesztés egyértelmd.

4.1.20. Definicié. A p-adikus szamok Q, teste legyen Q telitettje a p-adikus | - |, normara
nézve.

A p-adikus szamok testének fenti definicidja Kiirschak Jozseftdl szarmazik, természetes-
ségét Ostrowski tétele is mutatja. Ennek a definicionak az is az elénye, hogy viszonylag
konnyen altalanosithatd Q helyett mas testekre, s6t akar integritasi tartomanyokra. Utob-
bi a nemarkhimédeszi analitikus geometridnak a kiindulopontja, melyben egy R integritési
tartoméany analitikus spektruma az Gsszes rajta értelmezett abszolutérték halmaza — ezen a
halmazon természetes moédon lehet definialni topologiat is.

Viszont Cauchy-sorozatok ekvivalenciaosztalyaival nehéz szamolni, ezért hasznos a p-adikus
szamoknak az aldbbi, p-adikus sorfejtése.

4.1.21. Definici6. Ha (K, |-|) egy — nem feltétleniil teljes — nemarkhimédeszien értékelt test,
akkor legyen O = {a € K : |a| < 1} az egészek gyirije K-ban, vagy K értékelésqyirije. Az
ultrametrikus egyenlGtlenség miatt ez valoban részgytird.

4.1.22. Gyakorlat. Az O gyird egy lokdlis gyird, azaz egyetlen maximdalis idedlja van. A
mazimdlis idedlja Mg = {a € K: |a| < 1}. Az O/ Mk testet a maradéktestnek (vagy a
maradékosztalyok testének) nevezik.

4.1.23. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy az O értékelésgyirt egészre zart. Valoban, egy
1-nél nagyobb abszolitértékd elem nem lehet gyoke egy normalt, Og-beli egyiitthatés poli-
nomnak az ultrametrikus egyenlGtlenség miatt.

4.1.24. Definicié. A p-adikus egészek Z, gytiriije az egészek Og, gytriije a p-adikus szamok
Q, testében.

4.1.25. Lemma. A |-|, értékelés értékkészlete Q,-n ugyanaz, mint Q-n, azaz {0} Up? C R.

Bizonyitds. Definicié szerint |Q| = {0} U p%. Ez a halmaz zart R-ben, sé6t, egyetlen torlodasi
pontja a 0. Viszont az értékelés nyilvanvaléan folytonos az éaltala definialt topologidban, és
Q C Q, stirt, ezért |Q,| = {0} U p”. ]

4.1.26. Megjegyzés. A fenti bizonyitas azt is mutatja, hogy ha (a,), egy Cauchy-sorozat
(a, € Q, n € N) a p-adikus értékelésben, és (a,), nem nullasorozat, akkor (|a,|), sorozat
véges sok tagtol eltekintve konstans, hiszen 0-n kiviil nincs més torlodasi pontja {0} UpZ-nek.

4.1.27. Allitas. Z,-ben a mazimdlis idedl pZ,, és a faktorgyiri Z,/pZ, = 7./pZ = F,.

Bizonyitds. Vegylink egy = elemet Z,-ben, mely az (a,/b,), Cauchy-sorozat ekvivalenciaosz-
talya, ahol a,,b, € Z, b, # 0 és (a,,b,) = 1. Ha n elég nagy, akkor |a,/b,|, < 1, azaz p { b,.
Masrészt mivel a sorozat Cauchy, van olyan N € N, hogy n,m > N-re |a,, /b, — @ /bm|p, < p77,
azaz Qp /b, = Gy, /by, (mod p). Rendeljiik hozza x-hez az a, /b, (mod p) € F, értéket. Ez egy
sziirjektiv Z, — F, gytrthomomorfizmus, melynek magja pZ,. Tehat pZ, maximalis idedl
Zy-ben (hiszen a faktorgytird test), ezért a . Gyakorlat szerint ez az egyetlen maximélis
ideéal. O
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4.1.28. Tétel. Q, minden eleme egyértelmiien irhatd x =Y~ x,p" konvergens hatvdny-

sor alakban, ahol x, € {0,1,...,p—1} (N <n € Z). Tovdbbd ha x_x # 0, akkor |z|, = p".

Bizonyitds. Ha x = 0, akkor legyen x, = 0 minden n € Z-re. Ha z # 0, akkor a[4.1.25] Lemma
miatt |z| = p" valamilyen N € N-re. Sziikség esetén z-et megszorozva p™-nel feltehetjiik, hogy
N=0 A . Allitas miatt van olyan xo € {1,...,p— 1}, melyre x —zy € pZ,. Ugyanezt x
helyett (z —x¢)/p-re elmondva van olyan z; € {0,...,p—1}, melyre (v —x¢)/p— 1 € pZ,, és
igy tovabb. Vegyiik észre, hogy a(z a priori formalis) Y >, ,p" sor konvergens, hiszen tagjai
tartanak a 0-hoz a |-|,, értékelésben. S6t, p* | & —S2F_ 2,p”, azaz |x— S5 _ x|, < p7F 1,
azaz a hatarérték épp x. O

4.2. Direkt limesz

Legyen I egy (altalaban végtelen) részbenrendezett halmaz, melyben barmely két elemnek
van kozos felss korlatja (azaz I jobb filtralt). Ekkor természetesen barmely véges sok elemnek
is van kozos fels korlatja.

4.2.1. Definicié. Legyenek az A; halmazok az [ részbenrendezett halmazzal indexelve, és
minden ¢ < j-re legyen adva egy f;;: A; — A; fliggvény az alabbi tulajdonsagokkal: (1) f;; =
= idy, minden ¢ € I-re; (2) hai < j <k € I, akkor fy; = fi;jo fji. Az (Ai)ies halmazrendszert
ekkor direkt rendszernek nevezziik. Az (A;);er direkt rendszer direkt limeszén a

U

ahol ~ a kovetkez§ ekvivalenciarelécio a Uie ;A; diszjunkt union: a; ~ a; (a; € A;, a; € Aj,
i,j € I) akkor és csak akkor, ha van olyan k € I, melyre i <k, j < k és fi;(a;) = fij(a;) €
€ Ay. Az a; € A; osztalyat a %ﬂ A; direkt limeszben [a;]-vel jeldljiik. A direkt limeszt idénként
injektiv limesznek, vagy kolimesznek is nevezik.

4.2.2. Megjegyzés. Ha az A; halmazok topologikus terek, és az f;; leképezések folytonosak,
akkor a l'gie ; A; is egy topologikus tér lesz (a diszjunkt union vett ekvivalenciarelacio szerinti
faktortértopologiaval). Ez a topologia %ﬂie s Ain a direkt limesz topologia, mely nem mas,
mint a legfinomabb olyan topologia, melyre nézve az A; — UAz- — liﬂAi leképezések mind
folytonosak.

4.2.3. Allitas. Ha az A; halmazok csoportok, és az fji leképezések csoporthomomorfizmusok,
akkor lim A; is csoport az [a;] - [a;] := [fri(@) - fi(a;)] mivelettel, ahol k € I tetszdleges kozos
felsd korldtja i,j € I-nek.

Bizonyitds. A joldefinialtsag abbol kovetkezik, hogy [a;] = [fri(a;)], és ha a; ~ ay (melyet
egy ¢,i" < ky € I index bizonyit), a; ~ a; (melyet egy j,j" < ky € I index bizonyit) és k, k'
egy-egy kozos fels6 korlatja i, j-nek, illetve ¢/, j'-nek rendre, akkor vehetiink egy kg € I kozos
felss korlatot az i, 7, k, i, j', k', k1, ko € I elemeknek. Ekkor (t6bbszor hasznélva, hogy az f-ek
homomorfizmusok, és jol viselkednek a kompoziciora)

Tror(fri(@i) frj(a;)) = fror © friai) fron © frj(ay)
= froi(i) froi(@5) = Froky © fr1i(@i) froks © froi(ay)
= froks © frair (@) froks © frojr(ajr) = froir(air) frojr(@jr) = fror (fwrir(air) frrjr(agr)) -
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1 =a; Y. O

Az asszociativitas egy hasonld szamolas és [a,] ;

A fenti bizonyitas azt is mutatja, hogy ha az A;-ken tetszéleges miiveletek vannak adva,
amiket az f;; leképezések megtartanak, akkor a direkt limeszen is értelmezhetSk ugyanezek
a miveletek. S6t, ha vannak azonossagaink, melyek az 6sszes A;-ben teljesiilnek, akkor azok
az azonossagok a direkt limeszben is teljesiilni fognak. Tehéat gytirik, modulusok, vektorterek
direkt limesze is gytrt, modulus, vektortér. S6t, ha feltessziik, hogy a leképezések mindig
testhomomorfizmusok, melyek az 1-et az 1-be viszik (specidlisan injektivek), akkor testek
direkt limesze is test lesz, hiszen minden nem 0 elemnek lesz inverze.

4.2.4. Példa. Ha I = Z>° az oszthatosagra nézve, és p, < C* jeloli az n-edik egységgyokok
csoportjat, és n | m esetén fr,: fn — Wy, a természetes tartalmazas, akkor hgn I =2 oo AZ
Osszes komplex egységgyok csoportja.

4.2.5. Allitas. A direkt limesz funktor egzakt (Abel-csoportokon).

Miel6tt belekezdenénk a fenti allitas bizonyitasaba, elGszor azt kell megmondanunk, mi-
t6l is lesz a ,direkt limesz” egy funktor, és melyik kategoridbol melyikbe képez. Rogzitstink
egy I jobb filtralt részbenrendezett halmazt, és tekintsiik ezzel a részbenrendezett halmaz-
zal indexelt Abel-csoportok direkt rendszereit, mint objektumokat. Egy (A;, fji)i<jer és egy
(Bi, gji)i<jer direkt rendszer kozott egy ¢ = (pi)ie; morfizmus alatt ;: A; — B; (i € I)
Abel-csoport homomorfizmusok egy rendszerét értjiik, melyekre minden i < j € I esetén a

Ai—~B;

szl jgji

A, - B;

diagram kommutativ. Vegyiik észre, hogy direkt rendszerek kozti leképezések magja és képe
(s6t, komagja) is direkt rendszer, ezért van értelme direkt rendszerek egzakt sorozatéarol be-
szélni. Tovabba ha ¢ egy morfizmus az (A;);er és a (B;)ier direkt rendszer kozott, akkor ¢
indukal egy lggpz l_ngA — th Abel-csoport homomorfizmust a direkt limeszek kozott.
Tehat lgl valoban egy funktor, mégpedig az I-vel indexelt Abel-csoportokbdl allo direkt
rendszerek kategoriéj abol az Abel-csoportok kategoriajéaba, és van értelme arrol beszélni, hogy
egzakt sorozatot egzaktba visz-e.

Bizonyitds. Azt kell belatnunk, hogy ha (AZ, fﬂ)l<]€1 it (Bl,gji)ig‘je] 2 (Ci, hji)i<jer direkt

li
rendszerek egy egzakt sorozata, akkor hgl A; —> li 3 Aq C; is egzakt. Az, hogy hﬂ Bio
o lgaZ =lim(B; 0 ) = lim0 =0 (vagyls Im(l‘ug : Q Ker(l‘ug Bi)), vilagos. Masrészt legyen

= [b] € Ker(h_ngl Bi) C lim B;. Ez azt jelenti, hogy (hgl Bi)(b) = [Bi(b;)] = [0] = 0 lim C;-ben.
A ~ ekvivalenciarelacié definicidja szerint ez azt jelenti, hogy van olyan £ > i € I, melyre
= Im(ay) (a direkt rendszerek kozti sorozat egzaktsaga miatt). Ekkor van olyan ay € Ay,
melyre ag(ax) = gri(bi), azaz b = [bi] = [gri(b:)] = [ow(ar)] = lim o;([ar]) € Im(lim o). Tehat
Ker(lgq Bi) C Im(lﬂ «;), mivel b € Ker(lg B;) tetszdleges volt. O
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4.3. Inverz limesz

4.3.1. Definici6. Legyenek az A; halmazok ismét egy részben rendezett [ halmazzal indexelve
(melyben barmely két elemnek van fels§ korlatja, de ez itt a definicidhoz nem sziikséges, csak
a késobbi allitdasokhoz). Az (A;)ie; halmazok egy inverz rendszert alkotnak, ha minden i <
< j € I-re adva van egy fi;: A; — A; fiiggvény, melyre (1) f; =ida,; (2) i < j < k esetén
fij o fix = fir- Az A; halmazok inverz limesze a

Hm A; := {(@i)icr € HAi | fij(a;) = a; minden i < j € I-re}

el iel

halmaz. Az inverz limeszt idénként projektiv limesznek vagy egyszeritien csak limesznek is
nevezik.

4.3.2. Megjegyzés. Ha az A; halmazok topologikus terek, és az f;; (i < j € I) leképezések
folytonosak, akkor a lim A; halmazon értelmezhetjiik a szorzattopologia altértopologiajat,
melyre nézve egy topologikus tér lesz. Ez a topologia nem mas, mint a legdurvabb olyan
topologia, melyre nézve a l'glie s Ai = [ Ai — A;j leképezések folytonosak minden j € I-
re. Masrészt az is vilagos, hogy ha az A; halmazok csoportok (gytritik, modulusok, stb.) és az
fi; leképezések homomorfizmusok, akkor a @Ai részesoportja (részgytirtje, részmodulusa,

stb.) lesz a direkt szorzatnak.

4.3.3. Példa. A p-adikus egészek gytirtje felirhaté inverz limeszként: Z, = T&n@l Z](p").

>~

Hasonloan egy R (kommutativ) gytird feletti formalos hatvanysorok gytrije is: R[z]|

lm | Rlr)/(x").

4.3.4. Allitas. Nemiires, kompakt, Hausdor(f A; (i € 1) halmazok (folytonos dsszekitd leké-
pezésekkel vett) inverz limesze nemiires, kompakt, és Hausdorff.

Bizonyitds. Hausdorff terekt direkt szorzata is Hausdorff, ezek részhalmaza is az. Masrészt
Tyihonov tétele szerint kompakt halmazok szorzata is kompakt. Belatjuk, hogy ha az eredeti
A; halmazok Hausdorffak, akkor l&n A; egy zért része | [ A;-nek, specialisan kompakt. Valoban,
minden i < j € [ par esetén a B;; = {(a;)icr € [Lic; Ai | fij(a;) # a;} halmaz nyilt
[T Ai-ben, hiszen A; Hausdorff, ezért (a;);e; € Bij esetén a;-nek és fi;(a;)-nek van egyméstol
diszjunkt a; € V;, fi;j(a;) € U; kérnyezetei. Ekkor V; := figl(Uj) C A; is nyilt, tehat V; x V; x
X erl#k# A; C B,;, azaz B;j nyilt. Tovabba ha lim A; iires lenne, az azt jelentené, hogy
a B (1 < j € I) lefednék a kompakt [[ A; halmazt, tehat ennek létezne véges részfedése,
azaz i1 < Ji,...,in, < J, € I n darab par, melyre |J,_, Bi,j, = [[Ai- Node ennek a 2n
darab indexnek van egy t € I kozos felss korlatja, és tetszéleges a; € Ai-re az a;, = fi+(ar),
aj, = fit(ar), as € As tetszdleges (s # i1, j1,- - -, in, Jn € I) esetén (a;);er € [ [ Ai nincs benne
egyik B, j,-ban sem (k =1,...,n), ami ellentmondas. O

Vegyiik észre, hogy a fenti allitds a Kénig-lemma messzemend altalanositasa, mely — ezen
a nyelven — azt mondja ki, hogy véges nemiires halmazok inverz limesze nemiires. Valoban,
minden véges halmaz kompakt a diszkrét topologidban, és minden leképezés folytonos két
diszkrét tér kozott.

A direkt limeszhez hasonl6an adott I részbenrendezett halmazra az inverz limesz is funk-

........

tor: az Abel-csoport inverz rendszereinek kategoriajabol az Abel-csoportok kategoriajaba.
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4.3.5. Allitas. Abel-csoportokon az inverz limesz balegzakt, de dltaldban nem jobb egzakt.

Bizonyitds. Legyen 0 — A; =% B, a C; Abel-csoportok inverz rendszerének egy egzakt
sorozata (tehat a

0— A, 2B, -2,
fijl gijl lhij

diagramok minden ¢ < j € I esetén kommutativak). Az, hogy @ a; injektiv, abbol kovetkezik,
hogy a [[ay: [] Ai — [] Bi leképezés is injektiv. A (lim ﬂi)o(l'&n ;) = @n(ﬁioai) = lim 0 = 0,
szintén vilagos. Masrészt, ha (b;);e; € lim B; C [ B; benne van Ker(@ B;)-ben, akkor minden
i € I-re Bi(b;) = 0, azaz b; € Ker(f;) = Im(«;), igy van olyan a; € A;, melyre a;(a;) = b;.
Raadasul «; injektiv, ezért ez az a; egyértelmi is, s6t, o (fi;(a;)) = gi(a;(a;)) = gi;(b;) =
= b, = a;(a;) és o; injektivitdsa miatt fi;(a;) = a;, azaz (a;);c; benne van l'&nAi—ben. O

4.3.6. Példa. Az inverz limesz altalaban nem egzakt: A 0 — p"Z — Z — Z/(p") — 0
sorozat minden n-re egzakt, és kompatibilis a természetes leképezésekkel, viszont 1&nn "7 =
=0, ImZ = 7Z, és l&lZ/(p”) =7y, ésa 0 — 0 — Z — Z, — 0 sorozat nem egzakt.

Variaciok egy témara:
4.3.7. Kovetkezmény. Kompakt Hausdorff Abel-csoportokon az inverz limesz egzakt.

Bizonyitds. Azt kell belatnunk, hogy anélkiil, hogy feltennénk, hogy az «;: A; — B; leképe-
zések injektivek, kovetkezik az egzaktsag 1&1 B;-nél. A fenti bizonyitasban ezt ott hasznaltuk
ki, hogy mivel a; egyértelmii volt, ezért az (a;);c; sorozat sziikségképpen kompatibilis az A;-
k kozotti osszekotoleképezésekkel. Viszont most az Ai-k kompaktak, ezért az o '(b;) C A,
részhalmazok is kompaktak, nemiiresek, és Hausdorffak (zart se zart, kompaktnak zart része
kompakt). Raadasul ezen halmazok is inverz rendszert alkotnak, tehat inverz limesziik nem-
iires a es allitas miatt. Ez pedig azt bizonyitja, hogy a (b;);e; elem benne van @ai
képében. O]

4.3.8. Kovetkezmény. Legyen 0 — A; X B 54 C; — 0 Abel-csoportok inverz rendszerének
eqy egzakt sorozata, és teqyiik fel, hogy I = N a szokdsos < részbenrendezéssel. Teqyiik fel, hogy
az (Ay)ier inverz rendszer teljesiti a Mittag-Leffler feltételt: Minden i € N-re van olyan i <
<m =m(i) € N index, melyre minden j > m-re Im( f;,,) = Im(fi;) (azaz valamilyen indextdl
kezdve a képterek stabilizalodnak). Ekkor a 0 — @Ai — Iim B, — ImC; — 0 sorozat is
egzakt. Specidlisan ha az fij: A; — A; leképezések minden © < j € I-re szirjektivek, akkor a
Mittag-Leffier feltétel trividlisan teljesil m = i-vel.

Bizonyitds. Az altalanos eset bizonyitasat az olvaséra hagyjuk. Ha az f;; leképezések sziir-
jektivek, akkor be kell latnunk, hogy a 1&1&-: l'ngi — I'&HC@ leképezés sziirjektiv. Legyen
(¢i)ier € ILmC'Z Ekkor a D; := f;'(c;) € B; halmazok Ker(3;) = Im(q;)-szerinti mellék-
osztalyok, melyekre g;;(D;) C D;. Belatjuk, hogy itt egyenlSség van, azaz g¢;;: D; — D;
is sziirjektiv. Legyen d; € D;, vegyiink egy tetszdleges d; € Dj-t. Ekkor g;(d}) € D;, azaz
di — gi5(d;) € Im(cy;). Mivel a; injektiv, ezért egyértelmien létezik egy a; € A;, melyre a;(a;) =
= d; — gi;(d};). Mésrészt fi;: Aj — A; sziirjektiv, azaz van olyan a; € Aj, melyre fi;(a;) = a;.
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Ekkor viszont dz = Oéi((li> + gl](d;) = ozi(fij(aj)) + 9ij (d;) = gij(aj (aj) + d;) c gij(Dj)y hiszen
aj(a;) + dj ugyanabban az Im(a;)-szerinti mellékosztalyban van, mint d;, azaz D;-ben van.
Tehat rekurzivan meg tudjuk konstrualni a lim D; halmaz egy elemét: ha d; € D; méar megvan,
akkor vessziik egy tetszéleges Gsképét D, 1-ben, és igy tovabb. O

Az alabbi példaban megmutatjuk, hogyan lehet a fenti Mittag-LefHler feltételt alkalmazni.
4.3.9. Feladat. Igazoljuk, hogy Z[z]/(x — p) = Z,.

Megoldds. Irjuk a Z[z] formalis hatvanysorgytirtit Z[[z]] = @Z[m] /(z™) alakba. Vegytk ész-
re, hogy az = — p-vel valo szorzas injektiv a Z[z]|/(x™) gytrtn. Valoban, ha valamely f(z) €
€ Zlx]-re f(z)(x — p) oszthato z™-nel, akkor f(x) is oszthat6 2", mivel 2"-nek és x — p-nek
nincs kozos irreducibilis osztoja, és Z[x]-ben igaz a szamelmélet alaptétele. Tehat minden
n > 1-re kapunk egy

0= Zlz]/(z") “ z[2] /(") = Zla]/(@",x — p) — O

rovid egzakt sorozatot. Rdadésul ezek a rovid egzakt sorozatok kompatibilisek a Z[z] /(2™ 1) —
Z[z]/(x™) természetes sziirjektiv faktorleképezésekkel, azaz a

0 — Z[a]/(2"+) T 2]/ (2+) —> Z[a]/ (2", 2 — p) —= 0

| | |

0 —— Z[z]/(2") =L 2] (a7) Zla] /(" @ — p) —= 0

[a¥)

diagram kommutativ minden n > 1-re. Vegyiik észre, hogy Z|[x]/(z",z — p) = Z[z]/(p", x —
—p) 2 Z/(p"), rdadasul a természetes Z[x|/ (2", x — p) — Z[x]/(2", x — p) faktorleképezés
ennél az izomorfizmusnal a Z/(p"*1) — Z/(p") természetes faktorleképezést indukalja. Igy a
4.3.8Las Kovetkezmény szerint a

0 — limZ[z] /(z") " hm Z[a)/(z") = lim Z/(p") — 0

sorozat is egzakt, azaz Z, = Z[z]/(x — p). O

4.4. Ertékelések kiterjesztése

4.4.1. Definici6. Legyen K egy |- | nemarkhimédeszi értékelésre nézve teljes test, Ok az
egészek gytirtje, p < Ok a maximalis ideél, és k = O /p a maradéktest. Egy f(x) € Ok|z]
polinomrol azt mondjuk, hogy primitiv, ha az egyiitthatok legnagyobb kozos osztoja 1, vagyis
van olyan egyiitthatd, ami nincs benne p-ben. Ez persze egy f(z) = a,a™ + -+ + a1z + ag
polinomra azzal ekvivalens, hogy 1 = maxo<;<,(|a;|).

A kovetkezd tétel alapvets fontossagi az értékelések kiterjesztésében. A késgbbi alkalmaza-
sok kedvéért — és mivel az altalanosabb bizonyitas nem igényel kiilonosebb extra eréfeszitéseket
— az allitdst nemcsak lokélis testekre mondjuk ki és bizonyitjuk be, hanem tetszéleges teljes
nemarkhimédeszi testre.

69



4.4.2. Tétel (Hensel Lemma). Tegyiik fel, hogy az f(x) € Oklx] primitiv polinom modulo
p felbomlik f(x) = g(x)h(z) (mod p) szorzatra, ahol a G, h € k[z] polinomok relativ primek.
Ekkor az f polinom is felbomlik f(z) = g(xz)h(x) szorzatra (g,h € Ok|x]), ahol g(x) = G(x)
(mod p) és h(z) = h(z) (mod p), tovdbbd deg(g) = deg(g).

Bizonyitds. Legyen d = deg(f) és m = deg(q). Ekkor d —m > deg(h). Emeljiik fel g-t O [x]-
be (azaz vegyilk minden egyiitthato egy-egy reprezentansat Og-ban) tgy, hogy a kapott
go(z) € Oglx] polinom foka megegyezzen g fokaval. Hasonloképp emeljiik fel a h polinomot
is egy ho(x) € Ok[z] polinomma tgy, hogy deg(hy) < d — m.

Mivel (g, h) = 1, ezért van olyan a(z), b(x) € Ok[z] polinom, melyekre

ago +bho =1 (mod p) .

Tehat az f — goho és az agy + bhy — 1 polinomok p-beli egyiitthatosak. Specidlisan minden,
a két polinom valamelyikében felléps egyiitthatd abszoliutértéke kisebb, mint 1. Vegyiink az
Osszes ilyen egyiitthato koziil egy maximalis abszolutértékit, melyet m-vel jeloliink. Ekkor
persze |m| < 1. A g és h polinomokat

g = o+t +pa ..., il
h = ho+qam+---+g,m"+... (4.2)

alakban keressiik. Ahhoz, hogy a végtelen 6sszegek konvergaljanak egy polinomhoz arra
lesz sziikségiink, hogy a p;, illetve ¢; (1 < i) polinomok foka korlatos legyen. Valoban, ekkor
a fenti végtelen polinomésszeget definialhatjuk egyiitthatonként, és mivel |7"| — 0, ezért K
teljessége miatt valoban kapunk két Og[z]-beli polinomot. A p;, ¢; polinomokat rekurzivan
konstrualjuk. Legyen n > 1, és tegyiik fel, hogy a

In—1 = Got+pim+--- +pn—17Tn_1 ) ill.

ho1 = ho+qm+ 4 g7}

polinomokra f = ¢g,,_1h,_1 (mod 7") (azaz f*g";# € Oklx]) és deg(gn—1) = m, deg(h,—1)
<d—m. A p,,q, € Ok[z] polinomokat ugy fogjuk valasztani, hogy

S = gnaln

ﬂ-n

IN

goqn + hopn = (mOd 7T) (4?))

és deg(pn) < m, deg(q,) < d —m. Legyen tehét g, = g1 + ppm™ és hy, = hyp—1 + ¢, 7". llyen
véalasztéassal ugyanis

f = gnhn=f— (gn—l + pnw”)(hjn—l + QHﬂ-n) =
. n (f - gn—lhn—l
=T e

7-(-7’1

— n (f _gn—lhn—l
=1 | —

— On—1Gn — hnflpn - 7TnprLQn) =

— GoQn — hopn) =0 (mod 7"t .
7-‘-71
Mivel gg és hg relativ primek, ezért ha a fokszamra vonatkozoé feltételt egy pillanatra elfelejtjiik,
akkor konnyen talalhatunk a (4.3)) egyenletet kielégits pp-et és gn-et: példaul p,, = bign=tlin=1

71—n
f=9gn—1hn—1
7-(-774

és q, = a megfelel. Viszont vegyiik észre, hogy p, = bf*g”;# helyett barmilyen
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mas, vele modulo gy kongruens polinom is j6. Osszuk el tehat a bf_g";# polinomot, mara-
dékosan a gy polinommal és legyen a maradék p, :

bf - gn;lhn—l

- = qgo + Pn és deg(pn) < deg(go) -

Ezzel a vilasztassal

- Yn— h/n— — (gn— hn_
hopn + 9o (hoq + af gﬁnl 1> = / gﬁnl L (mod ),
viszont hoq—l—af*g";# fokszama lehet nagyobb, mint d —m. Legyen ¢, az a polinom, melyet

ugy kapunk, hogy hoq + a%—bé’l elhagyjuk a m-vel oszthato egyiitthatéju tagokat.
Ekkor nyilvan

(mod 7) ,

7TTL

— g1 Py — Gp1hy,
904n + hopn = hopn + 9o (hoq + af gwnl 1) — J = Gn-1hna

s6t, mivel deg(hop,) < d —m +m és deg(%) < d, ezért deg(q,) < d —deg(go) = d —
— m, hiszen modulo 7 egyenlGség van és a valasztas miatt ¢, foka megegyezik a modulo 7
redukciojanak fokaval.

Tehat a egyenletben konstrualt polinomokkal deg(g) = m = deg(go), deg(h) < d—m,

4.4.3. Kovetkezmény. Az 2?1 — 1 polinom Z,-ben gyiktényezdk szorzatdra bomlik. Specid-
lisan Q,-ben van primitiv p — 1-edik eqységgyok.

Bizonyitds. Az zP~' — 1 polinom F,-ben kiilénbézs gyoktényezdk szorzatara bomlik, ezért
alkalmazhatjuk a Hensel lemmat. O]

Hasonloképp, ha K egy lokalis test, akkor k = Ok /p egy véges test, specialisan IF,,s-fel izo-

morf alkalmas p/ primhatvanyra. Node F,s-ben az | polinom kiilonb6z6 gyoktényezsk
szorzatara bomlik, tehat a Hensel lemma miatt Og-ban is. Specidlisan minden 0 # @ € FF ;-
hez van olyan a p/ — 1-edik egységgyok Og-ban, melyre a = @ (mod p). Ezt az a-t nevezziik
az a multiplikativ reprezentansdnak, vagy egyes szakirodalmakban Teichmiiller reprezentén-

sédnak.

4.4.4. Kovetkezmény. Legyen K eqy teljes, nemarkhimédeszi test és f(x) = ap+ayx+---+
+ aya™ € Klz| egy irreducibilis polinom. Ekkor |f| := maxo<i<n(|a;|) = max(|ag|, |an])-

Bizonyitds. Megfelels konstanssal szorozva feltehetjiik, hogy |f| = 1, specidlisan f(x) €
€ Ok]x]. Indirekten tegyiik fel, hogy 0 < r < n a legkisebb, amire |a,| = 1. Ekkor f(x) =
=a"(a+ -+ a,xz" ") (mod p), ahol z" relativ prim a, + - - - + a,2" "-hez modulo p, hiszen
a 0 nem gyoke az utoébbinak modulo p se, hiszen a, ¢ p. Ez viszont a Hensel lemma miatt
ellentmondas. O

4.4.5. Tétel. Legyen K egy teljes, nemarkhimédeszi test, L/K pedig eqy véges, n-edfoki
bovités. Ekkor |-| egyértelmien kiterjed eqy L-en értelmezett értékeléssé. Mégpedig a kiterjesztés

a kovetkezd: ha o € L, akkor |o| :== {/|Np k(a)|. Erre az értékelésre nézve L teljes.
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Bizonyitds. ElGszor belatjuk, hogy a tételben definialt kiterjesztés valoban értékelés. ElGszor
is ez tényleg kiterjesztése a K-n levé értékelésnek, hiszen ha a € K, akkor Ny k(o) = o™.
Legyen O a K értékelésgytrije, Op pedig ennek egész lezartja L-ben. Ekkor Op = {a €
€ L | Npk(a) € Ok}. Valoban, ha a € Op egy Ok felett egész elem, akkor Np k() is
egész. Ok folott, és K-ban van, ezért Np (o) € Ok. Visszafelé, ha Np k(o) € Ok és «
minimalpolinomja mg(x) = 24 + -+ + ao, akkor j:ag/d = Npk(a) € Ok, azaz |ao| < 1.
Igy a m Kovetkezmény szerint m, minden egyiitthat6ja Og-beli (hiszen abszolutértéke
maximum 1), specidlisan a € Of. Az, hogy a |- | = /|Np/k(-)]: L — R=° leképezés nyilvan
multiplikativ és csak a 0-t képzi a 0-ba. Az ultrametrikus egyenltlenséghez pedig azt kell
belatnunk, hogy |a + 5] < max(|al, |8]). A nagyobb abszolutértékiivel leosztva elég belatni,
hogy ha |a| <1, akkor |a + 1] < 1. Ez pedig vilagos, hiszen Op részgytir.
Az egyértelmiiséghez sziikségiink lesz az aldbbi lemméra.

4.4.6. Lemma. Legyen K egqy teljes test, V pedig eqy n-dimenzids vektortér K folott, || - ||

pedig eqy vektortérnorma V -n. Ekkor tetszdleges vy, ..., v, bdazisra V-ben a
K" — V
(T1,...,2p) = xU1 4+ + TR0,

eqy homeomorfizmus. Specidlisan V' teljes. Mds szavakkal véges dimenzioban minden vektor-
térnorma ekvivalens.

Bizonyitds. Legyen |z| := maxi<;<,(|z;|), ahol x = v, + -+ + z,v,. Azt kell belatnunk,
hogy van olyan p és p’ konstans, melyre p|z| < ||z]| < p'|z|. Nyilvan p’ = ||vg|| + - - + ||vn]| jO
lesz. Teljes indukciot alkalmazunk p megkonstrualasdhoz. Az n = 1 esetben p = ||v;|| nyilvan
jo lesz. Minden 1 < ¢ < n-re legyen V; = Kvy + -+ + Kv;_1 + Kv;y 1 + -+ + Kuv,. Ekkor
V =V, ® Kv;. Az indukcits feltevésbdl kovetkezéen a V; n — 1-dimenzios vektortér teljes a
|| - || normaban. Specialisan benne minden Cauchy-sorozat konvergal, ezért V; zart altér V-
ben.Mivel az eltolas folytonos, ezért V; +v; affin altér is zart V-ben. Zartak véges unidja zart,
ezért a O0-nak van olyan p-sugari kornyezete, mely diszjunks [, (V; +v;)-t6l. Belatjuk, hogy
ez a p jo lesz. Legyen ugyanis z = x1v; + - - - + x,v, tetszbleges, és 1 < r < n olyan, amire
|z,.| maximalis, azaz |z,.| = |z|. Ekkor

[Em e >p,

T T
Syt v T,
Ty r

hiszen 'z € V, 4+ v,. Beszorozva z,-rel kapjuk, hogy |z|p < ||z]|. O

Legyen | - |" egy mésik kiterjesztés. Ekkor a fenti lemma szerint | - | ~ |- |', tehat a [4.1.5]
Allitas miatt van olyan s € R>?, amire |z|' = |z|* minden 2 € L-re. Specialisan ha |- | trivialis
K-n, akkor L-en is, ezért | - |" is trividlis. Ha pedig | - | nemtrivialis, akkor van olyan z € K,
melyre |z| > 1. Node | - |' is kiterjesztés, azaz K-n megegyezik | - |-kel, tehat |z| = |z| = |z|°,
azaz s = 1.

A teljesség ugyancsak kovetkezik a fenti Lemmabol, hiszen a maximum normara nézve L
teljes. O]

4.4.7. Megjegyzés. Ha L egy nem feltétleniil véges, de algebrai bévitése K-nak, akkor a
K-n levé abszolutérték még mindig egyértelmtien terjeszthets ki L-re. Valoban, L ekkor a
véges részbivitések unidja, és minden véges részbdévitésre létezik és egyértelmi a kiterjesztés
a[4.4.5, Tétel miatt. Viszont a teljesség méar nem marad igaz végtelen algebrai bévitésekre.
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4.5. Lokalis testek klasszifikacidja

A || nemarkhimédeszi abszolutértékrél azt mondjuk, hogy diszkrét, ha a |-|: K* — R>°
homomorfizmus képe Z-vel izomorf. Ez a homomorfizmus tétel alapjan azzal ekvivalens, hogy
K* /O = 7. Ez a feltétel pedig épp azt jelenti, hogy | - | egy diszkrét additiv értékelésbol
ered, azaz Ok egy DVR.

4.5.1. Definicio. Egy K testet egy | - | diszkrét értékeléssel lokdlis testnek neveziink, ha K
teljes és a maradékteste véges.

4.5.2. Példa. Q, egy lokalis test. Tovabba ha K/Q egy véges bovités és p<tOg egy primideal,
akkor K telitése a p-bdl szarmazo diszkrét értékelésre nézve is egy lokalis test.

4.5.3. Allitas. Legyen K eqy teljes test eqy diszkrét értékelésre nézve, melyben Ok az egészek
gytrije, (1) = p < O pedig az egyetlen maximdlis idedl. Ekkor O = lim Ok/y". Ha-
sonloképp az O egységcsoportot is felirhatjuk inverz limeszként: O = lgln Ox /U™ ahol
U™ =1+ p"Ok. Ez az izomorfizmus egyben homeomorfizmus is, ha Og-n és OF-en a | - |
dltal indukdlt topologidt vesszik, a I'LHOK/]J”, ill. @n O JUM™-n pedig a diszkrét topoldgidk
inverz limeszét. Specidlisan ha K egy lokdlis test, akkor O és OF kompakt.

Bizonyitds. Jeloljik f,-nel a természetes O — O /p" faktorleképezést. Ezeket Gsszefiizve
kapunk egy f := 1£n fn: Og — l'glOK /p™ gytriihomomorfizmust. Azt kell belatnunk, hogy
f izomorfizmus.

Az injektivitashoz legyen x € Ker(f). Ekkor x € p™ minden n > 1-re, azaz n" | x, igy
x = 0, hiszen O f{6idedlgytird, specidlisan igaz benne a szamelmélet alaptétele. A sziirjekti-
vitashoz rogzitsiik egy tetszdleges J C Ok reprezentansrendszerét az O /p-beli mellékoszta-
lyoknak. Vegyiik észre, hogy minden z,, + p" € O /p™ elem x, + p" = apn + a1 nm + -+ +
+ ap_1,m ! + p™ alakba frhato, ahol a; € J. Valoban, n = 1-re ez vilagos, egyébként pedig
indukecioé: van olyan ag € J, melyre x,, = ay (mod p), és az indukcios feltevéssel (x,, — ag)/7-
t felirhatjuk a kivant alakban. Tovabba az (x, + p"), € [[ Ok/p"™ sorozat kompatibilitésa

pontosan azt jelenti, hogy minden n < m-re és @ < n — 1l-re a;, = a;,, =: a;. Ekkor az
x =) = a;m" sor konvergens O-ban (hiszen Cauchy és O teljes) és f(z) = (z, +p")n €
S 1&1 OK/pn

Ahhoz, hogy belassuk, hogy a fenti leképezés egy homeomorfizmus, elegendé megmutat-
nunk, hogy a 0 egy kornyezetbazisa a 0 egy kornyezetbéazisdba képzddik. Valoban, az eltoléas
egy a € Ok szadmmal egy homeomorfizmus mindkét oldalon, tehat a leképezés az a elem egy
kornyezetbazisat is a képének egy kornyezetbazisaba viszi. Ox-ban a 0 egyik kornyezetbazisa
a p" alaku részhalmazokbol all. Masrészt a [[,-; Ok /p™-n levs szorzattopologidban a 0-nak
egy kornyezetbazisat alkotjak a -

P, ={0} x ... {0} x ] Ox/p"

n v>n+1

alakd halmazok. Viszont P, N YLHZ, Ok /p¥ éppen p™-nek felel meg a fenti izomorfizmusnal.
A multiplikativ csoportra vonatkozé izomorfizmus és homeomorfizmus kovetkezik az Ok-ra
vonatkozobol: gytrdizomorfizmus izomorfizmust indukal a multiplikativ csoportokon is, sét,
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a részhalmaztopologidkban ez homeomorfizmus is. Masrészt vegyiik észre, hogy (O /p™)* =
= 05 /UM ezért

Ojc = (lim Oxc/p")* = lsn(Ope/p")* = i OF /U

n

Ha most K lokalis test, akkor O, illetve O} véges halmazok inverz limesze, specidlisan am.
Allitas miatt kompakt, hiszen minden véges halmaz kompakt a diszkrét topoldgiaban. O

Speciélisan azt kaptuk, hogy Z, is kompakt a p-adikus abszolatérték altal indukélt topo-
logidban.

4.5.4. Kovetkezmény. Ha K eqy lokdlis test, akkor lokdlisan kompakt.

Bizonyitds. Valoban, minden a € K-nak van olyan kdrnyezete, melynek lezardsa kompakt:
jelesiil @ + O (ami eleve nemcsak nyilt, hanem zart is). O

4.5.5. Megjegyzés. A lokilis testeket definidlhatnank a fenti kovetkezmény segitségével ugy
is, hogy egy K test lokalis, ha lokalisan kompakt egy | - | abszolutértékre nézve (vo. [§] Def.
7.48). Ez a definici6 nem teljesen ekvivalens: ha még azt is feltessziik, hogy |- | nemarkhimé-
deszi, akkor mar ekvivalens. Viszont ez az utébbi definici6 magéban foglalja az arkhimédeszi
lokalis testeket is: ezekbdl csak kettd van: R és C.

4.5.6. Tétel. A lokdlis testek éppen Q, és F,((t)) véges bovitéses.

Bizonyitds. El6szor is Q, és F,((t)) lokalis testek, hiszen teljesek a p-adikus, illetve a t-adikus
diszkrét értékelésre nézve, maradéktestiik pedig IF, véges. Tovdbba ha K egy n-edfoku Q-
nek vagy Fp((t))-nek, akkor K teljes lesz a kiterjesztett értékelésre nézve a[£.4.5] Tétel miatt.
Tovabba vegyiik észre, hogy a kiterjesztett értékelés is diszkrét lesz: valoban, a | - |: K*
x — R>0 képe benne lesz p%Z—ben. S6t, ha k-val jeloljiikk K maradéktestét, akkor dimp, k <
<n < oo. Valoban, haay, ..., @, linearisan fliggetlenek I, felett, akkor tetszéleges felemeltjeik
is linearisan fliggetlenek Z,, ill. F,[t] felett, azaz r < n.

Megforditva legyen K egy lokalis test. Mivel | - | diszkrét, ezért van olyan m € K elem,
melyre |7| < 1, de ezen beliil || maximaélis. Ekkor p = (7). Vegyiik k egy J teljes reprezentans-
rendszerét Og-ban. A [4.1.28] Tételhez hasonléoan ekkor K minden z # 0 eleme egyértelmien
irhato © = )" ° \ a,n" alakba, ahol a, € J (n > —N).

Két esetet kiilonboztetiink meg: char(K) = 0 vagy char(K) = p valamilyen p primre.
Utobbi esetben F), résztest K-ban, specialisan Fy[z] is részgytrtd Og[z]-ben. Ha most a €
€ k tetszoleges és m, € F,[z] a minimélpolinomja, akkor a Hensel lemma miatt m,-nak
van gyoke Og-ban is. Specidlisan ha k = F,(«), akkor azt kapjuk, hogy Ox-nak van k-val
izomorf részteste. Igy a J reprezentansrendszer valaszthaté ennek a résztestnek, specialisan
K = k(7)) = k((t)), azaz F,((t))-nek véges bovitése.

A masik esetben char(K) = 0, tehat Q < K. Szoritsuk meg a | - | abszolutértéket Q-ra.
Mivel |-| nemarkhimédeszi, ezért Ostrowski Tétele szerint |-| ekvivalens Q-n a p-adikus
|- |, abszolutértékkel valamilyen p primszamra. Mivel K teljes, ezért Q,, is résztest K-ban. Mar
csak azt kell belatnunk, hogy a K/Q, bévités véges. Ehhez tekintsiik a v: K* — Z diszkrét

értékelést, melyet — megfelelsen normélva — a | - | logaritmusaként kapunk. Ekkor v(Q,) < Z
egy nemnulla részcsoport, specidlisan véges indext. Legyen tehat e := |v(K™) : v(Q))| az
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index, ezt nevezziik a K test abszoltt elagazasi indexének. S6t, mivel v(Q,)-t generalja a 0 <
< v(p) € Z elem, ezért e = v(p). Masrészt k/F, egy véges bovités, hiszen K lokalis, specidlisan
k véges test. Legyen f := |k : F,| az abszolut merClafok A tovabbiakban megmutatjuk, hogy
|K : Q,| = ef véges. Vegyiink egy by = 1,by, ..., by F,-bazist k-ban, emeljiik fel ket Og-ba
by = 1,bs,...,bs elemekkel. Legyen tovabba m € Ok egy primelem, azaz v(m) = 1. Belatjuk,
hogy az

Ly, m b, by, o by by b (4.4)

elemek bazist alkotnak K-ban Q, felett. Vegyiik észre, hogy v(n¢) = v(p), azaz ”f € O
egység. Tehat K elemeinek x = > °° . x,n" alakd felirasdhoz hasonléan, minden x # 0
elemet egyértelmten irhatunk a elemek Q,-lineédris kombinaci6jaként. Valoban, mivel
v(m) generélja v(K*)-et, ezért van olyan N € Z, melyre v(7™z) = 0, azaz 7z € O). N-
et elosztva maradékosan e-vel kapunk egy M € Z és egy 0 < 5 < e — 1 szamot, melyekre

mpMy € OF. Mivel by,...,bs bazis k-ban F, folott, ezért modulo 7 felirhatjuk 7/pz-et a
bi, ..., by elemek egész egyiitthatos linearis kombinaciojaként. Ezt folytatva kapunk egy
e—1 00

r= Y0 Y

j=1 =1 n=—M

kifejtést, ahol a; ;,, € Z, specialisan rogzitett i-re és j-re a y - - a;;,p" Osszeg konvergens
Qp-ben. A felirds létezésébdl és egyértelmiiségébdl kovetkezik, hogy (4.4]) bazis K-ban Q,
folott. m

A fenti bizonyitas kisértetiesen hasonlit a fundamentalis egyenletre . Allitas). Bz
nem véletlen, hiszen ha K egy lokalis test, akkor Ok egy diszkrét értékelésgytird, specidlisan
Dedekind gytird. Ha pedig L/K egy véges bovités, akkor [4.4.5] Tétel szerint L is egy lokalis
test, specidlisan az Ok Dedekind gytird egész lezartja L-ben éppen O . Ha még az L/ K bévités
szeparabilis is, akkor alkalmazhato a. Allitas ebben a szitudcioban is, azaz |L : K| = ef,
hiszen ebben az esetben O is egy lokalis gytrd, tehat egyetlen primszam van. S6t, ebben az
esetben, amikor K teljes egy diszkrét értékelésre nézve, a szeparabilitast nem is kell feltenni.
Ez lényegében kovetkezik a [4.5.6, Tétel bizonyitasabol.

4.5.7. Definicié. Ha L/K egy véges bdvitése lokalis testeknek, akkor az e := |v(L*) : v(K*)]
szamot nevezzik a bovités elagazasi indexének, az f := |l : k| szdmot pedig az inerciafoknak

(I az L maradékteste). Azt mondjuk, hogy L/K elagazasmentes, vagy nem agazik el, hae = 1,
vagyis ha f = |L: KJ.

4.5.8. Koévetkezmény. Legyen K eqy lokdlis test. Ekkor K* = %X j1, 1 x UD | ahol T € Ok
eqy primelem, q = |k| a maradéktest elemszima, UV = 1+ p az 1-egységesoport (principal
units, FEinseinheiten).

Bizonyitds. A v: K* — Z homomorfizmus magja épp O}, képét generalja v(r). Igy, mivel Z
egy szabad Abel-csoport, ezért K* = 72 x OF. Mésrészt a k véges test multiplikativ csoportja
q—1 rendii ciklikus, és a. Kovetkezmény miatt ez felemelhets O -be, a felemeltek nyilvan
q — l-edik egységgyokok. Ez azt jelenti, hogy az

1 U0 508 5k =1

rovid egzakt sorozat hasado. O
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Ahogy azt késobb latni fogjuk, az UM csoport nem feltétleniil torziomentes, tartalmazhat
p-hatvanyrendi egységgyokoket is.

4.6. Elagazasi részcsoportok

Legyen L/K egy véges Galois bovitése egy diszkrét értékelésre nézve teljes testeknek
(azt nem tessziik fel, hogy a maradéktest véges). Jeloljiikk tovabba G-vel a Gal(L/K) Galois-
csoportot. Ebben az esetben Ok és Op diszkrét értékelésgytiriik, specidlisan Dedekind gyii-
rik. Tehat alkalmazhatjuk a fejezetben tanultakat. Mivel csak egyetlen prim van, ezért G
megegyezik a felbontasi részcsoporttal. Tovabba O és py nyilvan G-invarians, ami azt jelenti,
hogy a G csoport hatasa L-en megérzi az abszolutértéket (ez egyébként a kiterjesztés konkrét
megadasabol is latszik: Np k(o) = Npjx(g9a), ha g € G, o € L). Speciélisan 1étezik egy
G — Gal(l/k) sziirjektiv homomorfizmus. Jeloljik ennek magjat Go-lal. Ekkor

Go={9€G|ga=a (mod pr) minden a € Op-re} .
Ennek mintajara legyen
Gi={9€G|ga=a (modp ") minden a € Op-re} .
i+1

Ez nyilvan részcsoport G-ben, hiszen ha g,h € G;, akkor gha = ha = « (mod pj"), azaz
gh € G;.S6t, ha g € G; és h € G tetszbleges, akkor h is megtartja az abszoliutértéket, ezért

hgh™ o —a = h(g(h™'a) — h~'a) € h(p}™) = pi |
azaz hgh™' € G;. Tehat G; < G norméaloszté minden i > O-ra.

4.6.1. Definici6é. A Gy < G részcsoportot inerciarészcsoportnak, a GGy részcsoportot pedig
elagazasi részcsoportnak nevezziik. A G; részcsoportok (i > 1) a magasabb elagazési részcso-
portok.

4.6.2. Allitas. Ha i elég nagy, akkor G; = {1}.

Bizonyitds. Nyilvan Go 2 G; 2 ... 2 G; 2 .... Ha 1 # g € G tetszbleges, akkor van olyan
a € O, melyre ga # a, specidlisan ha i elég nagy, akkor go — o ¢ p’™, hiszen () pit! = {0}.
Speciélisan g ¢ G;, ha i elég nagy. Az allitas kovetkezik abbol, hogy G véges. n

Legyen m = m, egy primelem L-ben, azaz p; = (m). Valojaban azt, hogy g € Gy benne
van-e (;-ben viszonylag konnyen el lehet donteni: nem kell g hatasat az 6sszes a € Op-en
megvizsgalni, elég csak 7-n.

4.6.3. Lemma. Ha L/K egy teljesen eldgazo bovités és m € L eqy primelem, akkor L = K ()
és OL = OK[TI‘].

Bizonyitas. Mivel L/K teljesen elagazo, ezért | = k. A |4.5.6] Tétel bizonyitahoz hasonloan
azt kapjuk, hogy 1,7, ..., egy bazis L-ben K felett, illetve O-ben is Ok felett. O]

4.6.4. Allitas. Ha i > 1, akkor G; = {g € Gy | gt = 7 (mod 7)}.
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Bizonyitds. A C tartalmazés vildgos, hiszen 7 € Op. A mésik irdnyhoz K-rol attérve Gg
fixtestére feltehetjiik, hogy G = Gy, azaz L/K teljesen elagazik. Tehat a . Lemma miatt
O = Okln]. Igy minden a € Op elem felithaté f(7) alakban, ahol f € Og[z]. Tehat
ha egy g € Gy elemre teljesiil, hogy g = 7 (mod #*™!), akkor gf(m) = f(gr) = f(n)
(mod 7¢+1). O

Jeloljiik U® = 1 + p%-vel a modulo p’ 1-gyel kongruens egységek részcsoportjat O -ben.
Speciélisan legyen U®) = OF.
4.6.5. Tétel. Minden i > 0 egész szamra a
@i : Gi/Gi—H — U(l)/U(lJrl)

g I mod UG+
7r

homomorfizmus injektiv és nem fligg a m € L primelem vdlasztdsdtol.

Bizonyitds. Ha 7 fix primelem, akkor a Allitas szerint g € G; esetén valoban =1
(mod '), azaz benne van U®-ben. S6t, pontosan akkor van benne U+Y-ben is, ha g € Gy ;.
Tovabba ha um egy masik primelem (u € OF) és g € G;, akkor

glur) gu gm _ gm (mod U+
uTm u e e

hiszen v € Op miatt gu = u (mod 7!), de mivel u egység, ezért eloszthatunk vele, azaz

2 =1 (mod 7"t"). Tehat ©; nem fligg 7 valasztasatol. Ez pedig azt jelenti, hogy g, h € G;
esetén
ghm . g(hm) hr__.
Q,(gh) = Z—UD = L2 g+ — 9,(9)0,(h
(gh) = = i (9)0i(h) ,
hiszen hr is egy primelem L-ben. O]

4.6.6. Kovetkezmény. Ha L/K egy Galois-bévitése lokdlis testeknek, akkor Gal(L/K) fel-
oldhato.

Bizonyitds. Ez esetben G/Gy = Gal(l/k) véges testek bévitésének a Galois-csoportja, specié-
lisan ciklikus (|7] 6.7.8. Tétel). A [4.6.5 Tétel szerint viszont minden ¢ > O-ra G;/G;4q izomorf
U® /U egy részesoportjaval, specidlisan Abel. Tehat G-nek van olyan normallanca, mely-
ben a faktorok kommutativak, azaz feloldhato. O

4.6.7. Lemma. Ha L eqy tetszdleges diszkréten értékelt teljes test | maradéktesttel, akkor
U /UM =2 1% ¢s minden i > 1-re UD /U 22 [, Specidlisan ha | egy p-karakterisztikdji
véges test, akkor UM egy pro-p csoport (véges p-csoportok inverz limesze), U®) /UM rendje
pedig relativ prim p-hez.

Bizonyitdas. Az Of — [* homomorfizmus sziirjektiv, magja épp U (1), Masrészt ha 7 egy
primelem és i > 1, akkor U® minden eleme felirhat6 1 4+ an’ alakban, ahol a € O. Ekkor a

uh o -
l+ar’ — a (modm)

egy sziirjektiv homomorfizmus, melynek magja épp UV, Valéban, (1 + ar®)(1+ br') = 1 +
+ (a+ b)7" (mod 7*1). O
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4.6.8. Kovetkezmény. Ha K egy lokdlis test, akkor UM egy pro-p csoport, azaz véges p-
csoportok inverz limesze.

Bizonyitds. Ha i > 1, akkor U® /U izomorf a maradéktest additiv csoportjaval, spe-
cidlisan elemi Abel p-csoport, hiszen a maradéktest egy p-karakterisztikaju véges test. Igy
indukcioval UM /U is p-hatvany rendd, a. Allitas miatt pedig UM = l&nZ AN IAGRY
pro-p csoport. ]

4.6.9. Kovetkezmény. Ha K egy lokdlis test, akkor G egy véges p-csoport, Go /Gy egy p-hez
relativ prim rendd ciklikus, G /Gq pedig ciklikus.

Bizonyitds. Véges test multiplikativ csoportja ciklikus és rendje p-hez relativ prim. Tovabba
véges testek bovitésének Galois csoportja ciklikus. O

4.6.10. Tétel (Puiseux). A [Jo7, C((t'/™) test algebrailag zdrt. Specidlisan ez a C((t)) test
algebrai lezartja.

Bizonyitds. Legyen K/C((t)) egy véges, n-edfokit Galois-bovités, tovabba legyen L = KC((t'/™))
és G = Gal(L/C((t))) a Galois csoport. Tekintsiik a C((¢)) testen a kovetkezd abszolutértéket:
0] := 0, ill.

o0

Z ant"

n=—N

ZZGN.

Ez egy nemarkhimédeszi értékelés, melyre nézve C((t)) teljes, az egészek gytrtdje C[t], t egy
primelem, és C a maradéktest. A [£.4.5] Tétel miatt ez az abszolutérték kiterjeszthets L-re is.
Tekintsiik G-ben a G; elagazasi részcsoportokat (¢ > 0). Mivel C algebrailag zart, és G/Gy
izomorf a maradéktestek bovitésének Galois-csoportjaval, ezért G = Go. Tovabba Go/Gy
izomorf C* egy részcsoportjaval izomorf, de mivel véges, ezért ciklikus. Végiil ha ¢ > 1, akkor
G; /Gy izomorf C additiv csoportjanak egy részcsoportjaval, de mivel char(C) = 0 és G;/Gi1q
véges, ezért G; = G411 hai > 1. Tehat G; = {1}, azaz G ciklikus. Viszont ciklikus csoportnak
csak egyetlen adott rendt faktorcsoportja lehet, specialisan mivel | K : C((t))| = n = |C((t*/™)) :
C((t)], tehat a Galois-elmélet f6tétele miatt K = C((t/")). Specialisan (J°, C((t*/™)) nem
mas, mint C((¢)) sszes véges bdvitésének az unidja, azaz az algebrai lezartja. O

4.7. A lokalis Kronecker-Weber tétel

Ebben a fejezetben belatjuk a Kronecker-Weber tétel lokélis véltozatat.

4.7.1. Tétel (Lokalis Kronecker-Weber). Ha K/Q, egy véges Galois-bovités, melynek Galois
csoportja Abel, akkor van olyan n > 1 egész, melyre K < Q,(pn)-

Bizonyitds. A bizonyitas tobb lépésben, lemmékon keresztiil fog torténni. A f6 1épés az lesz,
hogy klasszifikdljuk az Osszes olyan Abel-csoportot, mely elGall Q, egy bévitésének Galois
csoportjaként. Ha elhissziik a lokalis Kronecker-Weber tételt, akkor nem nehéz megsejteni
mi lesz a valasz. El6szor az elagazdsmentes bévitéseket osztalyozzuk. Ez joval kénnyebb fel-
adat, hiszen ebben az esetben a Galois-csoport izomorf a maradéktestek Galois-csoportjaval,
specialisan ciklikus.
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4.7.2. Lemma. Legyen Q, < L < K két tetszdleges véges bovitése a p-adikus szamok tes-
tének gy, hogy K/L eldgazismentes. Ekkor K/L Galois, Gal(K/L) ciklikus, és van olyan
p-hez relativ prim n egész szam, melyre K = L(u,). Megforditva, tetszdleges m > 1 egész
szamhoz és L/Q, véges bovitéshez létezik pontosan egy olyan K/L eldgazdsmentes bovités,
melyre Gal(K/L) = Z,, (m-edrendi ciklikus csoport).

Bizonyitds. Eloszor tegyiik fel, hogy K /L Galois. Legyen Oy, (ill. Ok) az egészek gytirtje L-
ben (ill. K-ban), py, (ill. px) a maximalis ideal, [ (ill. k) pedig a maradéktest, és G = Gal(K/L)
a Galois-csoport. Mivel K/L elagazasmentes, ezért Gy = {1}, azaz G = Gal(k/l) ciklikus.
S6t, mivel k egy véges test, ezért minden 0-t6l kiilonbozé eleme egységgyok, azaz egy véges
hatvanya 1. Raadasul |k*| = |k| — 1, teh&t nem oszthato p-vel. Legyen @ € k olyan, hogy
k = l(@) és legyen p { n az @ rendje k*-ben. Specialisan az 2" — 1 = (x —@)h(x), és mivel 2" —
— 1-nek nincs t6bbszords gyoke p karakterisztikaban, ezért alkalmazhatjuk a Hensel Lemméat
([#.4.2), mely szerint van olyan o € O, melyre a + px = @ és o™ = 1. S6t, ha 0 < d <
< n, akkor a? # 1, hiszen akkor @ is 1 lenne, de @ rendje n. Node ha f(z) € O[] az «
minimalpolinomja és f(z) € I[x] a modulo p;, redukcio, akkor f(@) = 0, specidlisan deg(f) =
— deg(f) > |k : 1| = |K : L|, hiszen |k : I| nem més, mint @ minimalpolinomjanak a foka. Igy
K = L{a) = L{jm).

Vegyiik észre, hogy ha K/L egy tetszGleges elagazasmentes bdvités, akkor K normaélis
lezartja M is elagazasmentes (hiszen az K-val izomorf testek unioja), tehat Gal(M /L) ciklikus,
specialisan Abel. Igy Gal(M/K) normaloszté Gal(M/L)-ben, azaz K/L is normélis b&vités,
azaz Galois.

Megforditva ha m > 1 tetszéleges, akkor létezik pontosan egy olyan k véges bévitése az
[ testnek, melynek foka m. Legyen k = [(@), ahol @ minimalpolinomja f és emeljiik fel f-et
egy normalt f € Op[z] polinomma. Nyilvan f irreducibilis Oy, (és igy L) felett, ezért K :=
= Llz]/(f(z)) egy |k : l|-edfoka bovités L-nek. Masrészt K maradékteste nyilvan k, hiszen
f-nek van benne gyoke. Tehat K/L elagazdsmentes és m-edfok.

Az egyértelmiiséghez legyen K és K5 két m-edfoki elagazasmentes bovités. Ekkor Ky Ks is
elagazasmentes, ezért Gal( K K,/ L) ciklikus. Viszont ebben Gal( K K,/ Ky) és Gal(K K,/ K5)
két azonos rendi részcsoport, viszont ciklikus csoportnak csak egyetlen adott rendi részcso-
portja van. Igy a Galois-elmélet fététele szerint K, = K. m

A fenti lemma osztalyozza az elagazasmentes bévitéseket, specidlisan mindegyik egy kor-
osztasi bovités. A kovetkezd 1épésben ratériink a teljesen elagazd bévitésekre. ElGszor meg-
vizsgaljuk az an. szeliden eldgazd (tamely ramified, zahmverzweigt) bovitéseket. Ezek azok a
bévitések, melyek elagazési indexe relativ prim p-hez.

4.7.3. Lemma. Legyen Q, < L < K wéges bovités igy, hogy K/L teljesen eldgazik és |K :
L| = e relativ prim p-hez. Ekkor van olyan m € L primelem és a € K, melyre K = L(a) és
af =T.

Bizonyitds. Vegylink egy f primelemet K-ban és jeloljik v: K* — Z-vel a diszkrét értékelést,
melyre v(3) = 1. Mivel K/L teljesen elagazik, ezért |K : L| = |[v(K*) : v(L*)|, ezért ha m
egy tetszdleges primelem L-ben, akkor v(m) = e = v(f°). Specidlisan ¢ = mou valamely u €
€ O egységre. Mivel K/L teljesen elagazik, ezért a maradéktestiik megegyezik. Specialisan
van olyan u; € OF, melynek redukcidja megegyezik u-éval, azaz u = ue, ahol € € 1+ pg.
Node az ¢ — € polinomnak van gyoke modulo px (jelesiil az 1), és mivel (e, p) = 1, ezért az
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x¢ — 1 polinomnak nincs t6bbszorés gyoke p-karakterisztikaban. Tehat hasznalhatjuk ismét

a Hensel Lemmat (4.4.2)): van egy olyan v € Ok, melyre +¢ = . Viszont ekkor a := g és
7 = mouy € Op valasztassal a® = m. Mivel L(«)/L elagazési indexe is (legalabb) e, hiszen
v(a) =1, ezért L(a) = K. O
4.7.4. Lemma. Q,(p,) = Q,((—p)Y/*~V).

Bizonyitds. Legyen (, egy primitiv p-edik egységgyck. Ekkor ¢, — 1 gyoke az & poli-

% — 2P~ — p. Specidlisan u = % =1 (mod ¢, — 1). Viszont
ekkor u; = u~ (P +P"+) limesz létezik Q,((,)-ben, ez pedig u-nak p — l-edik gydke. Spe-
cidlisan —p is p — l-edik hatvany Q,({,)-ben, de mivel az zP~! + p polinom irreducibilis
(Schénemann-Eisenstein) Q, folott, ezért Q,((—p)Y/®~Y) < Q,(¢,) azonos foki bévitések,

ezért megegyeznek. O]

nomnak, ahol pz |

Legyen most K/Q, Abel-féle, melynek foka egy ¢™ primhatvany egy ¢ # p primre. Legyen
L a maximalis elagazdsmentes részbévités K-ban, azaz az inerciarészcsoport fixteste és e :

= |K : L|. A[£.7.2] Lemma szerint ekkor van olyan p { n egész, melyre L < Q,(pn). Mivel e is
g-hatvany, specidlisan p-hez relativ prim, ezért alkalmazhatjuk a 3l Lemmat: K = L(7'/¢)
alkalmas m € L primelemre. Node L/Q, elagazasmentes, azaz p is prim L-ben. Speciélisan
van egy olyan u € Of egység, melyre —p = mu. Vegyiik észre, hogy az 2° —u egy gytkével valo
bévités elagazasmentes. Valoban, az x® — u polinomnak nincs tébbszorés gydke modulo py,
tehat a Hensel Lemma miatt van egy olyan elagazasmentes bévitése L-nek, melyben
van gyoke. Viszont itt ismét alkalmazhatjuk a [£.7.2] Lemmat, mely szerint van olyan M > 1

egész, melyre L(u'/¢) = L(uy) < Qp(parm). Azt kaptuk, hogy Qp((—p)l/e) < K (ptan)-

4.7.5. Lemma. Legyen K; és Ky két Abel-féle bovitése eqy tetszdleges L testnek. Ekkor
Gal(K 1 Ks/L) is Abel.

Bizonyitds. Két Galois bévités kompozicidja is Galois, legyen tehat G := Gal(K; Ks/L). Mivel
K;/L Galois, ezért H; := Gal(K; K,/ K;) norméalosztdé G-ben (i = 1,2).
KK,
N

K G Ky

GA %{ 2
L

S6t, a feltétel miatt G/H; = Gal(K;/L) Abel (i = 1,2), azaz [G,G] < H; N Hy. Node
H, N H, fixteste épp K1 K>, hiszen H; N Hy elemei K; és K5 elemeit is helybenhagyjak. A
Galois-elmélet f6tétele szerint ekkor Hy N Hy = {1}, ezért G Abel, hiszen kommutétora az

{1}. O

A fenti Lemma szerint K (unm) = KQp(fam) is Abel-féle bévitése Q,-nek. Viszont Abel
csoportban minden részcsoport normaélosztd, tehat minden kozbiilss test Galois. Specidlisan
Q,((—p)V/*) egy Galois-bovitése Q,-nek. Node x¢ + p irreducibilis Q, f5l6tt, tehat ha egyik
gyokével vett bovités Galois, akkor tartalmazza az 6sszes tobbi gyokot is. Viszont x°+ p tobbi
gyoke a fix gyok (-szorosai, ahol ¢ egy e-edik egységgyok. Specialisan a (. primitiv e-edik
egységgyok benne van Q,((—p)'/¢)-ben. Node ez egy teljesen eldgazd bovitése Q,-nek, Q,(¢.)
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viszont elagazasmentes (hiszen (e, p) = 1). Ez viszont azt jelenti, hogy (. € Q,. Node Q,-ben
csak p — 1-edik egységgyokok vannak. Valoban, ¢, modulo p egy e-rendd elem az [, testben
(hiszen gyoke a ®.(x) polinomnak, ahol p t €), specidlisan e | p — 1. Azt kaptuk tehét, hogy
K < Qu((=p)Y®, ttnar) < Qppipnar). Osszefoglalva

4.7.6. Allitas. Ha q™ egy p-t6l kiilonb6z6 q prim hatvdinya és Gal(K/Q,) = Zym, akkor van
olyan N > 1, melyre K < Q,(un).

4.7.7. Lemma. Legyen K = Q,(u,). Ekkor

K* = (1=¢)% % ppy xUW
(KPP = (1= G x ppy x UPHY

Bizonyitds. Az elst allitas kovetkezik a[4.5.8] Kovetkezménybdl, hiszen (1 — () egy primelem
K-ban és K maradékteste IF,,, aminek a multiplikativ csoportja p — 1 rendd. A masodik
allitashoz azt kell belatnunk, hogy (UMW) = UPFD. Egyrészt mivel ULV /UP izomorf F,
additiv csoportjaval, ezért minden u € UM elem u = 1 + b(¢, — 1) (mod (¢, — 1)?) alakba
irhato, ahol b € {0,1,...,p —1}. Viszont ¢ = (1+ ¢ —1)* =1+ 0b(¢ — 1) (mod (¢, — 1)?).
Speciélisan u = (bu; alaku, ahol u; =1+ (¢, — 1)* € U@ Igy

w =g = = (14 8(G— 1)) =1 (mod (G — 1)),

hiszen ((,—1)P~! és p asszocialtak. Tehat uP € UPHD, Visszafelé egy tetszdleges 1+7((,—1)P*!
alakt elembdl kellene p-edik gyokot vonnunk. Ehhez hasznaljuk az

(1+ )7 = i (1T/Lp)x"

n=0
binomialis sort, melyr6l megmutatjuk, hogy v,(x) > v,((¢, — 1)P*!) = ;%1 esetén konvergéal.
Ehhez vegyiik észre, hogy
<(1/p)) _ (l/p(l/p—l)--.(l/p—nJrl)) _
Up = U | =
n n!
1—-p(1—-2p)...1—-(n—1 —
o, (1-p@A-=2p)...(1 = (n—1)p) Y R el S
pn! p—1 p—1

ahol s az n jegyeinek Gsszege p-es szamrendszerben. Node mivel v,(z) > 7’—1 ezért

1 1
vp((/p)a:">2 p+1 n plz " % (n — 00) .
j— p_

n p—1

Ez pedig azt jelenti, hogy az (1+z)"/? binomialis sor konvergal, raadasul egy UM-beli elemhez,
hiszen n > 1 esetén (1/ p)x p-adikus értékelése pozitiv. O

4.7.8. Lemma. Legyen F egy p-t6l kiilonbozo karakterisztikdji test és L = F((,,a'/?) va-
lamilyen o € F(C,) elemre. Tekintsik tovdbbd a x: Gal(F((p)/F) — F) karaktert, melyre

9Cp = Qf(g) (ezt hivjdk a modulo p kiorosztdsi karakternek). Ha a Gal(L/F) Galois-csoport
Abel, akkor minden g € Gal(F((,)/F) elemre ga = o9 (mod (F(¢,)*)P).
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Bizonyitds. Legyen G = Gal(L/F) és H = Gal(L/F(u,)). Ekkor nyilvan H < G, hiszen
F(p,)/F normalis. Specialisan G' hat H-n a konjugalassal, és mivel H Abel (azaz trivialisan
hat sajat magan a konjugélassal), ezért ez a hatas atfaktorizalodik G/H-n, tehat a G/H
csoport is hat H-n a konjugélassal. G pontosan akkor Abel, ha ez a hatés trivialis. Valasszunk
egy [ € L elemet, melyre 5P = . Ha h € H, akkor van olyan w(h) := ¢ p-edik egységgyok,
melyre b5 = w(h)B, hiszen (hf)? = ha = a. Ekkor w: H — p,, egy csoporthomomorfizmus,
mely nem fiigg § valasztasatol. Legyen g € G/H tetszbleges. Ekkor

h3x9) hB\ _ ghg~'(gB
O = e = ga) =g (1) = 21200
Ha G Abel, akkor ghg—! = h, speciélisan a g9 gﬁ ! elemet fixdlja H, azaz benne van F'((,)-ben.
Speciélisan p-edik hatvanya
ax(@) (ﬁx(g) >p
= € (F () )P .
= (55) e

]

4.7.9. Megjegyzés. A [1.7.8] Lemma megforditasa is igaz, de erre nem lesz sziikségiink a
Kronecker-Weber tétel bizonyitasahoz.

4.7.10. Allitas. Ha p pdratlan prim, akkor nincs olyan L/Q, véges Galois-bovités, melyre
Gal(L/Q,) = Z, x Z, X Z,.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy L/Q, ilyen bévités. A [2.3.9| Kévetkezmény szerint ekkor L(p,) =
= Qp(pp)(¥ar, ¢z, ¢/as) alkalmas oy, as, ag € Qp(p,)* elemekkel. S6t, az

ar (Qp(Gp) )P 2(Qp(Gp) ™) 3(Qp(Gp) ™)

elemek linearisan fiiggetlenck F, felett a Q,(¢,)*/(Q,(¢,)*)P vektortérben. A |4.7.5| Lem-
ma miatt Gal(L(p,)/Q,) egy Abel csoport. Igy a |4.7.8] Lemma szerint minden g € ' :=

= Gal(Qy(11p)/Qp)-re

gai = a2 (mod (Qy(uy)*)") (i = 1,23)

Speciélisan i = 1,2,3-ra

vp(ci) = vp(g9ai) = x(g)vp(i)  (mod p) .

Node x: I' = T egy izomorfizmus, specidlisan van olyan g € I', melyre x(g) # 1 (mod p),
ezért p | vp(a). Tehat az a;-ket leosztva egy-egy alkalmas p-edik hatvannyal a [4.7.7] “ Lemma
miatt feltehetjiik, hogy o; € UM, Jeloljiikk B-vel az aq, o, a3 elemek mellékosztalyai altal
generalt részcsoportot UM /UPH_ben. A . Lemma szerint ez egy elemi Abel p-csoport,
melyen hat a I' (p — 1 rendd ciklikus) csoport. A 1.7.8] Lemma szerint ez a hatés a B rész-
csoporton a x korosztasi karakteren keresztiil torténik.

4.7.11. Lemma. Minden j > 1-re a T csoport az UY) JUUTY faktorcsoporton a x kdrosztdsi
karakter j-edik hatvanydn keresztil hat.
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Bizonyitds. Vegyiik, hogy ¢, — 1 egy primelem, és U /UU+Y minden elemének van egy 1 +
+b(¢, — 1) alaku reprezentansa, ahol b = {0,1,...,p — 1}. Viszont

g(G -1 =W —-1=(G-1+1)* —1=x(9)({, — 1) (mod (¢ — 1)),

fgy
g<1 + b(gp - 1)3) =1+ bX(Q)](gp - 1)j (mOd (Cp - 1)]+1> :
Tehat a hatas a y’ karakteren keresztiil torténik. O]

Mivel x egy p—1-edrendii karakter, ezért U(!) /U ®+1)_nek két olyan részfaktora van, melyen
I' x-n keresztiil hat: UM /U® ¢s UP) /UPH) | Mindkettd p-rendii az4.6.7. Lemma miatt, tehét
UM /UP+Y pek nincs p3-rendtd B részcsoportja, melyen I' a y karakteren keresztiil hat. [

A fenti allitasbol kovetkezik a lokalis Kronecker-Weber tétel minden p > 2 primre a ko-
vetkez$ elemi csoportelméleti Lemma segitségével:

4.7.12. Lemma. Legyen 1 < m < ny,ne egész szdimok. Ekkor a G = Zym X Zyno Abel-
csoportnak pontosan eqy Hy,, = Zym X Zym-nel izomorf faktorcsoportja van. Tovdbbd H,,-nek
meguan a kovetkezd univerzdlis tulajdonsdga: minden A Abel csoportra, melynek exponense
osztoja p-nek, és minden ¢: G — A csoporthomomorfizmusra ¢ dtfaktorizdlodik H,,-en,
azaz minden Ker(yp) tartalmazza a G — H,, csoporthomomorfizmus N, magjdt.

Bizonyitds. Jeloljiik Z,n (egyik) generatorelemét e;-vel (i = 1,2). Mivel A-ban minden elem
p™-edik hatvanya az egységelem, ezért e? " benne van tetsz6leges p: G — A csoporthomomor-
fizmus magjaban. Node G /(e e} ) 2 Zym X Zym = H,,, tehat N, = (", eb") < Ker(yp).
S6t, ugyanezt A = H,,-re alkalmazva azt is megkapjuk, hogy H,, pontosan egyféleképpen &ll
el G faktorcsoportjaként (hiszen ekkor Ker(p) = N,,). O

Legyen tehat K/Q, egy tetszbleges Galois-bdvités, melyre A = Gal(K/Q,) Abel. Ekkor a
véges Abel-csoportok alaptétele miatt G felirhato primhatvanyrendi ciklikus csoportok direkt
szorzataként. Specidlisan K elGall olyan testek unidjaként, melyek Q, feletti Galois-csoportja
primhatvanyrendd ciklikus, elég tehat feltenni, hogy méar maga A = Z,m valamilyen ¢ primre.
Ha q # p, akkor a . Allitas miatt K benne van egy korosztési bévitésben. Legyen tehat
q=p>2é A= Gal(K/Q,) = Z,». Mar van egy teljesen elagazé K, bévitéstink p”-rendd
ciklikus Galois csoporttal, mégpedig a Q,(u,m+1) testbeli fixteste a Gal(Q,(ppm+1)/Qp) =
Zp—1 X Zym csoport Z, i-gyel izomorf részcsoportjanak. Tovabba a . Lemma miatt van
egy K, elagazdsmentes bovitésiink is Z,m-nel izomorf Galois-csoporttal, s6t, K, = Q,(un)
alkalmas n egész szammal.

4.7.13. Allitas. Ekkor K < K,.K,, azaz K benne van eqy kérosztdsi bovitésben.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy K £ K, K, és legyen L = KK, K, valamint G := Gal(L/Q,).
Ekkor a [4.7.5. Lemma szerint G egy p-hatvanyrendid Abel csoport, amit legfeljebb 2 elem
general a. Allitas miatt, hiszen kiilonben lenne G-nek Zy X Zy, X Zy-vel izomorf faktor-
csoportja, ami a Galois-elmélet fGtétele alapjan Q, egy alkalmas bévitésének lenne a Galois
csoportja. Legyen tehdt G = Zyu X Zyn,. Masrészt a [£.7.5] Lemma ismételt alkalmazasa-
val Gal(K, K, /Q,) = Zym x Zym, mely el6all G faktorcsoportjaként. Specidlisan m < ny,no.
Viszont A exponense p™, ezért a[1.7.12] Lemma szerint a G — A faktorleképezés magja tar-
talmazza a G — Gal(K, K, /Q,) faktorleképezés magjat. Ez pedig a Galois elmélet fététele
szerint pont azt jelenti, hogy K < K, K, ellentmondva a feltevésiinknek. O]

33



Tehat a lokalis Kronecker-Weber tétel bizonyitasabodl csak a p = ¢ = 2 eset maradt meg.
Ehhez legyen Gal(K/Qy) = Zym. A p > 2 esethez hasonléan van mar egy K, elagazdsmen-
tes bovitéstink, melyre Gal(K,/Qy) = Zom. Masrészt van egy K, = Qq(ugm+2) bovitésiink
Gal(K,/Qq) = Zy X Zym Galois-csoporttal. Mivel K, N K, = Qy, ezért Gal(K, K, /Qq) = Zy X
X Zgm X Zam. Tegyiik fel, hogy K £ K, K,. Ekkor G := Gal(K K, K, /Qs) egy 2-hatvanyrendi
Abel-csoport, amit legfeljebb 4 elem generél, és Zy X Zom X Zom €lGall G egy faktorcsoportja-
ként. Most alkalmazzuk a[£.7.12] Lemma kovetkezs variansat:

4.7.14. Lemma. Legyen 2 < m < ny,ng egész szamok. Ekkor a G = Zy X Zgni X Zony
Abel-csoportnak pontosan eqy H,, = Zy X Zom X Zoym-nel izomorf faktorcsoportja van. Tovdb-
bd H,,-nek megvan a kévetkezd univerzalis tulajdonsdga: minden A Abel csoportra, melynek
exponense osztoja 2™-nek, €s minden @: G — A csoporthomomorfizmusra ¢ dtfaktorizdlodik
H,,-en, azaz minden Ker(p) tartalmazza a G — H,, csoporthomomorfizmus N,, magjdt.

Bizonyitds. A [£.7.12] Lemma bizonyitasahoz hasonléan H,, a G legnagyobb 2™-exponensi
faktora, hiszen ez nem mas, mint a generatorok 2™-edik hatvanyai altala generalt részcsoport
szerinti faktor. ]

A 714 Lemma miatt tehat ha K nincs benne K, K,-ban, azaz a Galois csoportja nem
faktorizalodik 4t H,,-en, akkor G nem lehet Zy X Zon; X Zon, alaki. Mivel G-t legfeljebb 4
elem generalja, ezért vagy ténylegesen 4 elemi a minimaélis generatorrendszere, amikor elGall
(Z5)* a G-nek egy faktorcsoportjaként, vagy ha 3 elem generélja, akkor mindegyik tényezd
legalabb 4-rendi ciklikus (kiilonben G = Zy x Zyni X Zgn, alaki lenne). Belatjuk, hogy egyik
sem lehetséges.

4.7.15. Allitas. Qy-nek nincs olyan K Galois bovitése, melynek Galois csoportja (Zy)*-nel
1zomorf.

Bizonyitds. Minden masodfokt bévitése Qo-nek egy nemnégyzet o € Q5 gyokével valo bovi-
tés. Tehat egy (Z)%-nel izomorf Galois-csoportti bévitéshez sziikségiink lenne négy

X
gy, g, O3, Oy S @2

elemre, amik linearisan fiiggetlenek Fy f6l6tt a Q5 /(Q)? vektortérben (elemi Abel 2-csoportban).
Node Qy(p2) = Qo multiplikativ csoportjat jellemzi a 4.7.7. Lemma. Eszerint Qy /(Qy)? =

Zyx UM JUB) =2 73 viszont ez csak 3-dimenzids, ezért nincs 4 linearisan fiiggetlen eleme. [
4.7.16. Allitas. Q,-nek nincs olyan N bévitése, melynek Galois-csoportja (Z,)3-nal izomorf.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy G = Gal(N/Q,) =& Z} valamilyen N testre. Ekkor i = /=1 €
€ N, hiszen egyébként kapnank egy olyan 2-hatvany foku Abel-féle bévitést, melynek Galois
csoportja nem generalhaté 3 elemmel, ez pedig az €el6z6 eset miatt nem lehetséges. Mivel G
minden 2-indext részcsoportja tartalmaz egy Z, x Zy-gyel izomorf részcsoportot (véges Abel-
csoportok alaptétele), ezért van egy olyan Qy(7) < L < N résztest, melyre Gal(L/Qq) = Z, =
= (o). Irjuk L-et L = Q,(i, ) alakba, ahol o € Qy(i). Ekkor o2 generélja Gal(L/Qy(i))-t és
o(i) = —i. S6t, 0?(a) = —a, hiszen (0%())? = 0%(a?) = o?. Hasonléan o?(c(a)) = —o(a),
hiszen o(a) négyzete is Qy(i)-ben van. Azt kaptuk, hogy o2 fixélja %—t, ezért az Qq(i)-ben
van. Irjuk tehét @—t
o(a)

RASZ AR
(6]
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alakba, ahol a,b € Qy. Ekkor

)=o(a+bi)=a—10bi.

Azt kaptuk, hogy

2
=2 (@) = (a +bi)(a —bi) =a* +b* .
a
Ez pedig ellentmond az alabbi lemmanak:
4.7.17. Lemma. A a®> + b*> = —1 egyenletnek nincs megolddsa Qq-ben.

Bizonyitds. A kozos nevezd négyzetével beszorozva a fenti egyenlet az 2 +13% 422 = 0 egyenlet
egy nemtrivialis megoldasahoz vezetne. Mivel ez az egyenlet mar homogén, feltehetjiik, hogy
x,Y, 2 € 7o és legalabb az egyikiilk nem oszthato 2-vel. Viszont ennek az egyenletnek nincs
nemtrivialis megoldasa modulo 8, tehat Zs-ben sem lehet. O

Tehat Q2-nek nincs olyan bévitése sem, melynek Galois-csoportja Z, x Z, x Z,-gyel izomorf.

[]

Ezzel a lokalis Kronecker-Weber tételt a p = 2 esetben is igazoltuk. O]
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5. fejezet

GlobAlis testek

5.1. Ertékelések és primidealok kapcsolata

Legyen K/Q egy véges bovités (azaz K egy globdlis szamtest). Jeloljiik Og-val az egészek
gytrdjét K-ban. Legyen tovabba p < Ok egy tetsz6leges primideal. Ekkor p-hez tartozik egy
vy: KX — 7Z diszkrét értékelés: 0 # a € K esetén v,(a) legyen p kitevSje az aOj tortidedl
primtényezds felbontasaban. Ehhez a diszkrét értékeléshez pedig tartozik egy nemarkhiméde-
szi abszolutérték: |al, == |Ng/o(p)| . (Itt |Nk/q(p)| helyett barmely més 1-nél nagyobb
valos szamot vélasztva ekvivalens abszolitértéket kapunk.) Visszafelé legyen | - |: K — R=°
egy tetszdleges nemtrivialis nemarkhimédeszi abszolutérték és a € O . Mivel a algebrai egész,
ezért gyoke egy egész egyiitthatos normalt polinomnak, azaz 1étezik ag, . . ., a,_1 € Z, melyek-
re @ + a,_1a" ' 4+ .-+ + ag = 0. Az ultrametrikus egyenl6tlenséget hasznalva azt kapjuk,

hogy
laf" < max (laiflef) < max (jof),

hiszen egész szamok abszolutértéke legfeljebb 1 a . Allitas miatt. Ez pedig azt jelenti,
hogy |a| < 1. Tovabba | - | nemtrivialitdsa miatt p := {a € Ok | |o| < 1} egy nemnul-
la primideal Og-ban. Ez viszont Ostrowski Tételének bizonyitdsdhoz hasonléan azt
jelenti, hogy | - | ekvivalens a | - |, abszolutértékkel. Igy egy kolesondsen egyértelmt megfelel-
tetést 1étesitettiink a K-n 1évé nemarkhimédeszi abszolutértékek ekvivalenciaosztélyai és Ok
primideéljai kézott (a trivialis abszolutérték a (0) primidealhoz tartozik). K telitését a | - |,
abszolutértékre nézve K,-vel jeloljiik.

Legyen most L/K egy véges bovités. Vegyiik észre, hogy ha P <1 Op, egy primideél, akkor
| - |p megszoritasa K-ra ekvivalens | - |,-vel, ha p = P N Of. Tehat | - |, kiterjesztései L-re
az L-beli p f6lotti primeknek felelnek meg. Hogy ezt a kapcsolatot mélyebben is megértsiik,
irjuk L-et L = K(«) alakba alkalmas a € L-lel. Legyen f(z) € K[x] az a minimalpolinomja,
amit bontsunk f(x) = fi(x)--- f,(z) irreducibilisek szorzatara a bévebb K, test folott (az
fi € K,[z] polinomok mind kiilonb6z8k, hiszen f-nek nincs tébbszoros gyoke). Ekkor

L& Ky = K[al /(F@) © k6 = K lal /(@) = D Kolal /(i) = [[ L

Vegyiik észre, hogy K, teljessége miatt az L; testekre egyértelmten terjed ki | - |,, s6t, a
kiterjesztésre nézve L; teljes. Masrészt a fenti azonositasndl L ® 1 < L ® g K, vetiilete L;-re
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egy L-lel izomorf siirt résztest L;-ben. Specialisan L; az L telitése a | - |, abszolutérték egyik
kiterjesztésére nézve. Megforditva, ha Lp az L telitése a | - |, értékelés egy | - |p L-re valo
kiterjesztésére nézve, akkor a természetes tartalmazasok indukalnak egy

L~ Lp

K—K,

kommutativ diagrammot, ahol Lp = K,(«a), hiszen utobbi teljes és tartalmazza L = K(a)-t.
Viszont ekkor Lp = L; valamilyen ¢ = 1,..., r-re, hiszen o miniméalpolinomja az f; polinomok
egyike. Osszefoglalva azt kaptuk, hogy

5.1.1. Allitas. Ha L/K globdlis szdmtestek eqy véges bovitése és 0 # p <1 Ok egy primidedl,
akkor

LoxK,=]]Li,
i=1

ahol az L; testek az L telitettjei a | - |, abszolutérték kiilonbozd kiterjesztéseire nézve.

Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy L/K egy Galois-b6vités G = Gal(L/K) Galois-csoporttal.
Ekkor az L = K(«) test normalis bévitése K-nak, azaz az f(x) minimalpolinomja a-nak
gyoktényezdk szorzatdra bomlik L-ben. Viszont mivel L résztest L;-ben, ezért L;-ben is gyok-
tényezGk szorzatara bomlik f, specidlisan f; is. Tehat az L;/K, b&vités is Galois minden
1=1,...,r-re. Jeloljiik Gp-vel a P prim felbontasi részcsoportjat G-ben. Vegyiik észre, hogy
G nemcsak a p feletti primek halmazan, hanem | - |, kiterjesztésein is tranzitivan hat, hiszen
ezek egyméasnak felelnek meg. Ha most g € Gp, akkor g stabilizélja a | - |p kiterjesztést, azaz
minden 5 € L-re |ga|p = |a|p. Specilisan g Cauchy-sorozatot Cauchy-sorozatba visz, ezért
folytonosan kiterjed az Lp test egy testautomorfizmusava, azaz a Gal(Lp/K,) Galois-csoport
egy elemévé.

5.1.2. Allitas. A fenti leképezés izomorfizmust létesit Gp és Gal(Lp/K,) kizitt.

Bizonyitds. Az injektivitas vilagos, hiszen ha g fixen hagyja Lp minden elemét, akkor nyilvan
L minden elemét is. A sziirjektivitashoz vegyiik észre, hogy |Gal(Lp/K,)| = dimg, Lp. Mivel
G tranzitivan hat a | - |, kiterjesztésein, ezért az L, testeken is, azaz dimg, Lp = dimg, L;
minden i-re. Tehat

r|Gp| = |G| = dimg L = dimy, L ® K, = Y _dimy, L; = rdimg, Lp = r|Gal(Lp/K,)| ,
i=1
specialisan a leképezés sziirjektiv, hiszen injektiv és a két oldal rendje megegyezik. O]

Tehat G p nem més, mint a megfelels lokalis bévités Galois-csoportja. S6t, a[3.9.5] és[4.6.1]
Definiciok kompatibilisek egymassal, hiszen igaz a kdvetkezs:

5.1.3. Allitas. Az Ok /p maradéktest izomorf a telitett K, test maradéktestével. Specidlisan
az e eldgazdasi indexet €s az f inerciafokot is le lehet olvasni lokdlisan.
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Bizonyitds. Jeloljik Op-vel az Ok gytrd lokalizaltjat a p primidealnal (tehat invertalunk
minden p-n kiviili elemet Ok-ban, specilisan O, < K) és my,-vel a maximélis idealt O,-ben.
Legyen tovabbé ij az értékelésgytird K,-ben, és m, a maximalis ideal. A . Allitas szerint
Ok/p = O,/m,. Masrészt minden [ € C’jp-beli elemhez van egy hozza konvergalo K-beli
sorozat, specialisan van egy olyan o € K, melyre a =  (mod m,). Viszont ekkor |af, < 1,
azaz a € O,. Ez viszont azt jelenti, hogy 5 + m, benne van a természetes O,/m, — @p /m,
homomorfizmus képében. n

5.2. A globalis Kronecker-Weber tétel

5.2.1. Tétel (Kronecker—-Weber). Ha L/Q egy olyan Galois-bbvitése a raciondlis szamtestnek,
melynek Galois-csoportja Abel, akkor van olyann > 1 egész szam, melyre L benne van a Q(p.,)
n-edik korosztdsi testben.

Bizonyitds. Legyen S az L-ben elagazo (raciondlis) primek véges halmaza, és minden p € S-
re valasszunk egy p | p primet L-ben. Ekkor a . Allitas szerint Gal(L,/Q,) izomorf a
Gal(L/Q), felbontasi részcsoporttal, specidlisan Abel. Tehat a Tétel szerint van olyan
n, egész szam, melyre L, < Q,(pn,). Legyen e, a p prim kitevSje az n, primtényezds felbon-
tasdban, azaz n, = pn;, ahol p { n;. Belatjuk, hogy L < Q(u,), ahol n = Hpes p°r. Legyen
ugyanis M = L(p,), azt kell belatnunk, hogy M = Q(u,).

El6szor is vegyiik észre, hogy G := Gal(M/Q) is Abel a [1.7.5] Lemma miatt. Tovabba
ha P egy tetszbleges prim M-ben p f6l6tt, akkor Mp = Ly(1n) = Qp(pin) = Qppens) (fper ),
ahol p 1 n’. Viszont ekkor a . Kévetkezmény és az [5.1.3] Allitds szerint az Mp/Q, bo-
vités elagazasi indexe pontosan p(p). Legyen I, < Gp < G az inerciarészcsoport minden
p € S-re, ennek rendje tehat |I,| = ¢(p). Jeloljiik tovabba [-vel az I, (p € S) részcsoportok
altal generélt részcsoportot G-ben. Mivel az elagazasi index Osszeszorzodik bévitések egymas-
utanjaban, ezért az M fixtest semmilyen primben sem &dgazhat el, hiszen minden p € S-re az
M /M!-beli és az M /Q-beli elagazasi index megegyezik. Viszont ekkor a. Koévetkezmény
szerint M! = Q, azaz I = G (Galois-elmélet f6tétele). Tehat

(M :Q| = 1] < [T 151 = [Te@™) = ¢(n) =1Q(u) : Q ,

peS peS

de mivel Q(u,) < M, ezért L < M = Q(un). O

5.3. A lokal-global elv

Megirando. ***
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A fuggelék

Végtelen (Galois-bévitések

A.1. Algebrai lezart 1étezése

A.1.1. Lemma. Legyenek fi(z),..., fu(z) € K[x] nemkonstans polinomok. Ekkor van olyan
K < L véges bovitése K-nak, melyben mindegyik f; (i =1,...,n) polinomnak van gyike.

Bizonyitds. Indukcié n szerint. Ha n = 1, akkor vessziik fi-nek egy ¢; irreducibilis osztojat,
és az Ly := K[x]/(g1(x)) testet, melyben g;-nek és igy fi-nek van gyoke. O

A kovetkezd bizonyitas megegyezik Pelikan Jozsef Algebra [I1] jegyzetében talalhato bi-
zonyitassal, de az olvasd kényelmének kedvéért megismételjiik.

A.1.2. Tétel. Minden K testnek izomorfia erejéig eqyértelmien létezik algebrai lezdrtja, azaz
olyan K < K test, mely algebrai bévitése K-nak és algebrailag zdrt.

Bizonyitds. Létezés: Legyen S := {f(x) € K|z] | f nem konstans } a K feletti nemkonstans
polinomok halmaza, és R := K[z; | f € 5] sokvaltozos polinomgytird (minden f € S po-
linomra vesziink egy-egy z; véaltozot). Legyen tovabba I := (f(xy) | f € S) < R az f(zy)
polinomok altal generélt ideal. Azt allitjuk, hogy I # R. Valoban, tegyiik fel indirekten, hogy
1 €1, azaz van olyan ¢1,...,9, € R és fi,..., f, € 5, melyekre

=g fi(zg) + -+ gafulzy,) - (A1)

A[AT.Tles Lemma szerint van olyan K < L véges b&vités és ay, ..., a, € L elemek, melyekre
fila;) =0 (i =1,...,n). Az (A.))-es egyenletbe xy, helyére a;-t helyettesitve, a tobbi vél-
tozo helyére pedig tetszéleges (pl. 0) szamokat irva egy olyan R — L gytrithomomorfizmust
kapunk, ami a bal oldalt 1-be, a jobb oldalt pedig 0-ba viszi. Ez ellentmondas, tehat I # R.

Igy van I-t tartalmazé M <1 R maximalis ideal R-ben Krull tétele szerint (itt kihasznéaljuk
a Zorn lemmat). Ekkor Ky := R/M test. Vegyiik észre, hogy Kj-et generaljak az x4+ M €
€ K elemek K felett (f € S), hiszen R-et is generaljak az xy elemek. Viszont az x; + M
elemek algebraiak K folott, hiszen f(xy + M) = 0. Tehat K, egy olyan algebrai bévitése
K-nak, melyben minden K feletti nemkonstans polinomnak van gyocke. Vegyiik észre, hogy
az egyaltalan nem nyilvanvalo (Isd. [A.1.4] Megjegyzés), hogy K algebrailag zart, hiszen el-
vileg el6fordulhat, hogy egyes Ki-beli polinomoknak nincs gyokiik Ki-ben, s6t, az is, hogy
egy f € Klz| polinomnak csak egyetlen gytke van Kj-ben, nem az 6sszes. Viszont ezt meg-
keriilhetjiik gy, hogy K helyett Ki-gyel elismételhetjiik a fenti konstrukciot, mellyel kapunk

89



egy K < K; < K, algebrai bévitést, melyben minden K; feletti polinomnak van gyoke. Es
igy tovabb, legyen K := U,—, K, felszallo uni6. Ekkor a K testnek minden eleme algebrai K
felett (hiszen algebrai bévitések egymasuténja is algebrai), tovabba K mar algebrailag zart:
ha g(z) € K[z] nemkonstans, akkor van olyan n > 1, melyre g minden egyiitthatéja benne
van K,-ben, azaz g-nek van gyoke K, 1 C K-ban.

Egyértelmiiség: Legyen F egy masik algebrai lezartja K-nak. A Zorn-lemma segitségével
megadunk egy K — F izomorfizmust. Legyen H az (L, ) rendezett parok halmaza, ahol
K < L < K egy kozbiilsé test, ¢: L — F pedig egy K-homomorfizmus. Ertelmezziik H-n
a kovetkezd részbenrendezést: (L1, p1) < (Lg, o) akkor és csak akkor, ha Ly < Lo résztest
és o megszoritdsa Li-re megegyezik pi-gyel. H egy nemiires halmaz, hiszen K < F', ezért
(K1) € H,ahol t: K — F a természetes tartalmazas. Tovabba H zart a felszallo uniora, ezért
alkalmazhat6 a Zorn lemma: legyen (Lo, o) a H egy maximaélis eleme. Tegyiik fel el&szor, hogy
Lo # K, azaz van egy a € K, melyre o ¢ Ly. Legyen o minimélpolinomja L, felett ma(x) €
€ Lo[z]. A 2.1.9tes Allitas szerint g kiterjesztései Lo(a)-ra bijekcioban vannak ¢g(mq (7))
F-beli gyokelvel Mivel F' algebrailag zart, ezért @o(m,)-nak van gyoke F-ben, tehat létezik
egy ¥: Lo(a) — F K-homomorfizmus kiterjesztése pg-nak, ami ellentmond (Lo,goo) maxi-
malitasanak. Tehat Ly = K és pg: K — L egy K-homomorfizmus, specialisan injektiv. A
sziirjektivitashoz legyen 5 € F' tetszéleges. Mivel '/ K algebrai, ezért -nak van egy mg(x) €
€ K[z] minimalpolinomja K felett, melynek kiilonboz6 gyokei F-ben ) = 3,..., 3,. Ekkor

mg-nak K-ban is n kiilonbozs gydke van: £, ..., 3, (valoban, a kiilsnbézd gyoksk szdma leol-
vashato a polinomrol tobbszords derivalassal). Node S1, ..., 5, mind By, ..., 5,-be mehet csak

a o testhomomorfizmusnal, specialisan [ is benne van g képében, azaz ¢, izomorfizmus. [

A.1.3. Megjegyzés. Az algebrai lezart fenti konstrukcidjat masképp is végrehajthatjuk:
Konstrualhatunk egy olyan algebrai bévitését K-nak, melyben minden K-beli egyiitthatos
polinom gyoktényezbk szorzatdra bomlik. Ezt legkényelmesebben transzfinit rekurzioval te-
hetjiik meg: jolrendezziik a K[z| halmazt, azaz megindexeljiik az elemeit egy « rendszammal.
Legyen Kg = K, és az els6 1épésben legyen K az els6 polinom felbontési teste K felett.
Altaldban ha 8 = v + 1 < «a egy rakdvetkezd rendszam, akkor legyen Kj az fg( ) e K [ ]
polinom felbontési teste K, f6lott, ha pedig 8 limeszrendszam, akkor legyen Kp := U7 3K
felszallo unio6. Ekkor K, lesz az algebrai lezart: Egyrészt ennek minden eleme algebrai K fo—
lott. Méasrészt K, algebrailag zart, hiszen ha létezne egy nemtrivialis véges F' bévitése, akkor
tetszbleges A € F esetén \ algebrai lenne K {6l6tt is, viszont a K feletti minimalpolinomja
K,-ban mér gyoktényezbk szorzatara bomlik, azaz A € K,,.

A.1.4. Megjegyzés. Az [A.1.2] Tétel bizonyitasaban valojaban mar K, is algebrailag zéart
lesz, de ezt egy kicsit nehezebb meggondolni. Tovabba ennek bizonyitdsdhoz felhasznaljuk,
hogy minden véges szeparabilis b6vités egyszert, amihez viszont kellett az algebrai lezart
létezése (vagy, ha nem is kellett, de hasznaltuk). Az el6z6 megjegyzést hasznalva azt kell
ugyanis belatnunk, hogy ha f(x) € K[z| egy tetszsleges (irreducibilis) polinom, akkor létezik
véges sok fi,..., fr € KJz| irreducibilis polinom azzal a tulajdonsaggal, hogy ha egy K-t
tartalmazo L testben az fi, ..., fi polinomok mindegyikének van gyoke, akkor f(z) gyokté-
nyezdk szorzatara bomlik L-ben. Ha f szeparabilis, akkor f felbontési teste K f6lott egyszert
bévitése K-nak, ezért talalunk egyetlen ilyen polinomot. Ha viszont f nem szeparabilis, ak-
kor char(K) = p prim és f(x) = g(x?") valamilyen irreducibilis g polinomra és r > 0 egész
szamra. Ekkor van egy olyan h(x) = ag + a1z + - -+ + a,2™ polinom, melynek egyetlen gyo-
kével valo K(«) := Kz|/(h(z)), o <= x + (h(x)) bévités izomorf a g polinom K|, felbontasi
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testével. Legyenek a g(z) polinom gyokei K, = K(«)-ban fi,..., 0 (k := deg(g)). Ekkor
minden 1 < j < k-ra §8; = Z;:ol aijozi alakba frhato, ahol a;; € K minden 0 <7 < n — l-re.
Vegyiik észre, hogy f-nek is pontosan k darab kiilénb6zé gydke van, melyek mindegyike az
egyik 3; pr-edik gyoke. Tekintsiik tehat a h(zF") és 2P" — a;; polinomokat, ahol 0 <7 <n —1
és 1 < j < k. Ha L egy olyan test, amelyben ezek mindegyikének van egy-egy gyoke, akkor
v-val jelolve h(a?") egy gyokét L-ben, d;-vel pedig az x" — a;; polinom egy gyokeét, akkor
az a; 1= Z;:ol 87" elemek (j = 1,...,k) az f(x) polinom L-beli gyokei, és ezek paronként
kiilonbozok. Valoban, a 47" elem gyoke a h(z) polinomnak, és mivel ez irreducibilis K felett,
ez is a minimalpolinom. Tehat a K (77") test izomorf K,-vel, és ezeket azonosithatjuk ugy,
hogy o = ~4?". Viszont ezzel az azonositassal a?T =" (5571’” = ") a0l = B, tehat
ezek tényleg az f kiillonb6z6 gyokei.

A.1.5. Allitas. Legyen K eqy tokéletes test. Ekkor

K =~ lin = ling L,

K<L<K,L/K wvéges K<L<K,L/K wvéges Galois
ahol az dsszekotdleképezések €s a részbenrendezés a tartalmazds.

Bizonyitds. Ha Ly, Lo két véges bévitése K-nak K-ban, akkor L;-nek és Lo-nek van kozos felss
korlatja (bovitiink mindkettd generatoraival), tehat a direkt limesznek van értelme. Mésrészt,
ha a € K, akkor van olyan K < L, < K véges kozbiilsé test, melyben a benne van, sét,
ha K tokéletes, akkor még Galois-b&vités is van ilyen. Tehat a-hoz hozzarendelhetjiik a €
€ Ly osztalyat a lim L direkt limeszben, mely hozzarendelés egy K-homomorfizmus. Ez a
K-homomorfizmus nyilvanvaléan bijektiv. O]

A.1.6. Definicio. Egy F'/K végtelen algebrai bévitést Galois-bévitésnek neveziink, ha sze-
parabilis és normalis. A fenti bizonyitassal analoég érvelés miatt ez azzal ekvivalens, hogy F
véges Galois-bovitések direkt limesze.

A.1.7. Allitas. Ha F/K Galois-bévités, akkor

Gal(F/K) := Homg (F, F) = lim Gal(L/K) ,

K<L<F,L/K véges Galois

ahol a jobb oldalon K < Ly < Ly véges Galois bovitések esetén a Gal(Ly/K) — Gal(L,/K)
0sszekotd leképezések a megszoritas dltal indukdlt faktorleképezések.

Bizonyitds. Ha 7 € Homg (F, F), akkor 7 nyilvan injektiv, ¢s a[A.1.2les Tétel bizonyitasanak
végéhez hasonld gondolatmenet miatt sziirjektiv is, azaz invertalhato. Tehat Gal(F/K) egy
csoport. Tovabba ha 7 € Homg (F, F'), akkor 7-t megszorithatjuk minden L véges Galois
kozbiilsé testre, igy a 7+ (71) egy Gal(F/K) — Jm Gal(L/K) csoporthomomorfizmus lesz,
hiszen (71,)r, = 71,. Az injektivitas vilagos, hiszen ha 7 # id, akkor van olyan o € F', melyre
T(a) # «, de o benne van egy véges bovitésben is. A sziirjektivitas szintén vilagos, hiszen ha
van 77-eknek egy kompatibilis rendszere, akkor ez megad egy 7: F' — F K-homomorfizmust
a kovetkezSképpen: ha o € F, akkor van olyan L véges b&vités, mely tartalmazza a-t. Ekkor
7(a) := 71(a) legyen, és ez nyilvan nem fiigg L valasztasatol, mivel (77); kompatibilis volt. [
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A.1.8. Definicié. A K tokéletes test abszoltut Galois-csoportjan a Gal(K /K) csoportot ért-
jik. Ezen értelmezhets az inverz limesz topologia (a Gal(L/K) véges csoportokon a diszkrét
topologiat valasztva), melyre nézve egy kompakt csoport, hiszen véges (spec. kompakt) cso-
portok inverz limesze. Véges csoportok inverz limeszeit provéges csoportoknak nevezziik. Ha
K nem tokéletes, akkor K nem Galois-bévitése K-nak. Ebben az esetben K helyett K maxi-
maélis szeparabilis K bdvitését (,szeparabilis lezart”) kell venni az abszolut Galois csoport
definici6jaban.

Hires megoldatlan probléma az inverz Galois-probléma, mely ebben a kontextusban az-
zal ekvivalens, hogy minden véges csoport eléall-e a Gal(Q/Q) csoport folytonos homomorf
képeként, azaz Q véges bovitésének Galois-csoportjaként.

A.2. Tokéletes lezart 1étezése

Ebben a fejezetben azt igazoljuk, hogy ha K egy p karakterisztikidju test, akkor létezik
egy K-t tartalmazo legsziikebb KP¢"/ test, ami tokéletes. Kicsit precizebben ezt a fogalmat is
az univerzalis tulajdonsagaval lehet megfogni: a K «— K"/ bévités a K tokéletes lezartja,
ha tetsz6leges F' tokéletes testre és K <— F' testbedgyazasra létezik és egyértelmd egy olyan
Krerf < F beagyazas, mely a

K< KperS (A.2)

e

F

diagrammot kommutativva teszi. Az elképzelés KPe"/ megkonstrualasara a kovetkezs: ha K
nem tokéletes, akkor van olyan a eleme, ami nincs benne a Frob,, Frobenius endomorfizmus
képében, azaz a-nak nincs K-ban p-edik gyoke. Ekkor adjungalnunk kell K-hoz ¢/a-t. Tovabba
ezt meg kell tenniink K t6bbi elemével is, s6t, K ({¢/«) elemivel is (pl. ¢/a-val), és igy tovabb.
Ezt elegansan a kdvetkez6 modon tehetjiik meg: Tekintsiik a

Frob,: K «— KW

injektiv testhomomorfizmustmorfizmust, ahol K-t és K (et is azonositjuk K-val. Specia-
lisan Frob,, egy izomorfizmus K© és Frob,(K(©) < K®) kozétt. Ha most K (©-at azonositjuk
ezen izomorfizmus mentén Frob, (K (0))—lal, akkor tekinthetiink K M-re agy is, mint K egy
bévitésére, melyben minden K(©-beli elemnek van p-edik gyoke, hiszen a p-edik hatvany-
ra emelés képtere K(-ben épp K©. Ezt iteralva az n-edik lépésben K (™-et azonositjuk
Frob,(K™)-nel K™*Y_ben. Ekkor testeknek ez a sorozata a Frob,-vel, mint 8sszekots leké-
pezésekkel egy direkt rendszert alkot. Vegyiik észre, hogy a K test minden n > 0-ra izomorf
K-val, de a direkt rendszerben az 6sszekots leképezések nem izomorfizmusok (hacsak K nem
volt eleve tokéletes), hanem a p-Frobenius endomorfizmusok.

A.2.1. Tétel. A fenti Gsszekitd leképezésekkel a direkt limesz KPer/ = hﬂn KM =], KM
és a K = KO — Krerf testbedgyazds teljesiti a tikéletes lezdrtat definidlo (A.2)) univerzdlis
tulajdonsdgot.

Bizonyitds. Elészor belatjuk, hogy KPe"/ tokéletes. A direkt limeszben az 6sszekotd leké-
pezések injektivek, ezért K(-et azonosithatjuk a KP“/-beli képével, és K/ =. Legyen
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a € KPf tetszoleges. Ekkor o benne van K(-ben valamilyen n > 0-ra. Ha o € K™ a
KM ~ K = K azonositasnal B € K™Dnek felel meg, akkor 87 = Frob,(a) mint
K@+ beli elemek, azaz a-nak van p-edik gyoke KP¢"/-ben.

Maésrészt ha F' egy tokéletes bévitése K-nak, akkor a Frob,: F' — F' leképezés bijektiv,
specidlisan van inverze. Igy Frob, ' (K) < F egy K-t tartalmazo résztest F-ben (a Frob,(K) <
< K tartalmazésra alkalmazzuk a Frob; ! bijekciot). Tovabba K ey konstrukci¢ja miatt a K <
< KW bévités izomorf a K < Frob, '(K) bévitéssel. Ezt iterdlva az n-edik lépésben kapunk
egy izomorfizmust a K < K™ ésa K < Frob "(K) bovités kozott. Direkt limeszt véve kapunk
egy izomorfizmust K7/ és J, Frob "(K) < F kozott. A p-edik gySkvonés egyértelmiisége
miatt ez az izomorfizmus is egyértelmii. O]

A.2.2. Megjegyzés. A tokéletes lezartat definialdé direkt limeszre a szakirodalomban a
lig K jelolést hasznaljak.
Frob,
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