A Cayley—Hamilton tétel

Az alabbiakban a Cayley—Hamilton tételre adunk négy (részben vazlatos) bizonyitast.

1. Tétel (Cayley—Hamilton). Legyen A € K™*" eqy négyzetes matriz és ka(x) € Kz| a karakterisztikus
polinomga. Ekkor ks(A) = 0. Specidlisan ma(x) | ka(x), ahol ma(z) a minimdlpolinom.

J0jjon el6szor a klasszikus hibds bizonyitas.
Hibds bizonyitds. Mivel ka(x) = det(A—xI), itt x helyére A-t irva ks(A) = det(A—AI) =det0 =0. O

A fenti bizonyitassal az a gond, hogy x helyére A-t irva A —xI-ben nem a 0 matrixot kapjuk, hanem
azt, aminek elemei matrixok: pl. a bal fels6 elem a1/ — A. Nem vilagos, hogy ilyennek van-e egyéltalan
determinansa és ha igen, akkor az micsoda (szakértéknek: valami értelme van, a determinans nemkom-
mutativ gytrik folotti matrixokra vald altalanositésa az algebrai K-elméletben a K;). Ugyanakkor az
alabbi bizonyitas lényegében ezt a triikkot teszi precizzé.

1. Bizonyitds. A kovetkez6 lemma énmagaban is hasznos, tanulményaink soréan tobbszor is fogunk még
vele talalkozni (pl. az algebrai egészek témakorében).

2. Lemma. Legyen R egy kommutativ egységelemes gyird és M € R™*" eqy R-beli eqyitthatds négyzetes

mdtriz. Ekkor MM = MM = det(M) - I, ahol I az egységmdtriz, M pedig az a mdtriz, melyben az
i-edik sor j-edik eleme az M mdtrix j-edik sorahoz €s i-edik oszlopdhoz tartozo eldjeles aldetermindnsa.

Bizonyitds. Ez nem més, mint a (ferde) kifejtési tétel (inverz matrix képlete). Azt kell csak meggondolni,
hogy ez akkor is érvényes, ha az egytlitthatok nem testbdl valok. O

Legyen M := A—xI € Kz]™" polinomelemd matrix. Ekkor definici6 szerint det M = ka(x) € K|x]
a karakterisztikus polinom. A fenti lemma szerint M M=k a(z)1, ezt fejtjiik ki az alabbiakban: M egy
olyan matrix, melynek minden eleme egy legfeljebb n — 1-edfokt polinom. Csoportositva az elemeket x
hatvanyai szerint M= By+Bix+-- -+ B,_;x" ! alakba irhato alkalmas konstans By, ..., B,_; € K™"
matrixokkal. Ha ka(x) = ag + a1z + - - - + a,2", akkor az MM = ka(x)I egyenlet az

(A—ax)(By+ Bix+ -+ By, 12" ') = aol +a1lz + -+ +a,l2"
alakot 6lti. Itt z° egyiitthatojat ¢ = 0, ..., n-re dsszehasonlitva a két oldalon az

ABO = CL()I
ABl - BO = alf

—Bn,1 = anI

egyenleteket kapjuk. Az i-edik egyenletet balrél megszorozva A'-nel és az osszeset dsszeadva a 0 = ka(A)
azonossagot kapjuk (a bal oldalon teleszkopikus 6sszeg keletkezik). O

A fenti bizonyitasnak az az elénye, hogy konnyt leirni, 1épésrdl lépésre megérteni és megtanulni.
Ugyanakkor hidnyérzetiink marad, mert nem vilagos, miért mikodik. J6jjon most egy indukcios.

2. Bizonyitds. Feltessziik, hogy K < C és hasznaljuk az algebra alaptételét. (Megjegyzés: valojaban
nincs egyikre sem sziikség, mert minden test benne van egy alkalmas algebrailag zart testben: ez a
tétel is szerepel bizonyitéssal az Algebra, szamelmélet és matematika alapjai blokk Testek és algebrdk c.
targyaban.) Ha n = 1, akkor az allitas trivialis, tehéat legyen n > 1 és tegyiik fol, hogy mar belattuk a
Cayley—Hamilton tételt az (n — 1) x (n — 1)-es méatrixokra.
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Tehat A € C"*™ és ky[z] € C[x]-nek van egy A\; € C gyoke. Ezért A-nak van egy \i-hez tartozo
0 # by € C™ sajatvektora: Ab; = A\by. Kiegészitjiik bi-et C™ egy bézisava a by, ..., b, € C" vektorokkal.
Legyen az A-hoz tartozoé lineéris leképezés métrixa az 4j by, ..., b, bazisban B, azaz B = S~'AS, ahol
S az attérési matrix. Vegyiik észre, hogy A-ra pontosan akkor teljesiil a Cayley-Hamilton tétel allitasa,
ha B-re, hiszen kp(z) = det(S™1AS —zI) = det(S™ (A —2I)S) = det S~  det(A — zI) det S = k4(x) és

kp(B) = ka(B) = ka(S7YAS) = agl + a1S ' AS + - -+ + an(STTAS)" = S~ka(A)S .

Masrészt B els oszlopanak els eleme A;, a tobbi pedig 0, tovabba jelolje C' az els6 sor és elsd oszlop
elhagyéasaval B-bdl kapott métrixot. Ekkor kp(x) = (A —x)ke(z) adodik a B—xI métrix determinansat
az els6 oszlop szerint kifejtve. Ebbe B-t behelyettesitve kg(B) = (A I—B)kc(B) adodik (gondoljuk meg,
hogy ezt tényleg szabad: B felcserélhets a skalarmatrixokkal). Node nyilvan A1 — B els6 oszlopanak
minden eleme 0. Masrészt a keo(B) matrix els§ sora kivételével minden eleme 0, hiszen C-re igaz a
Cayley—Hamilton tétel. (Itt azt kell észrevenni, hogy blokk-fels6haromszog méatrix blokkfsatlojaban
tagonként kell elvégezni a miveleteket.) A matrixszorzas szabalyai miatt (A1 — B)kc(B) = 0. O

A fentinek egy varidnsa a kovetkezd, ami nem hasznél indukciot.

3. Bizonyitds. Tovabbra is legyen K < C és hasznaljuk az algebra alaptételét (ahogy az el6z6 bizonyi-
tasban, itt sincs erre igazan sziikség). Irjuk az A minimalpolinomjat ma(z) = (x — A\)* -+ (z — A\)*
gyoktényezGs alakban (egyel6re nem tudjuk, hogy minden \; sajatérték!).

3. Lemma. Legyen V; := Ker(A — N\, 1)*. Ekkor V =@;_, V;.

Bizonyitds. Legyen fi(x) := (:f;\(,g)cli (t=1,...,r). Ekkor az fi,..., f. polinomoknak nincs kozos gyoke,

azaz relativ primek. Az euklideszi algoritmusbol kovetkezik (r szerinti indukcioval), hogy a konstans 1
polinom (ami a legnagyobb kozos oszto) elGall

1= fl(a:)ql(a:) + -+ fr(x>%"<x>

alakban alkalmas ¢;(x) € C[z]| polinomokkal. Ebbe az egyenletbe x +— A-t helyettesitve azt kapjuk,

hogy

majd tetszéleges v € C" vektorra
v=fi(A)a(Av+ - fr(A)g (A .
Vegyiik észre, hogy fi(A)gi(A)v € V; = Ker(A — \;)®, hiszen
(A= X)*fi(A)gi(A)v = ma(A)gi(A)v =0 .
Igy V. =Vi +--- + V.. Tegyiik fel, hogy az osszeg nem direkt, azaz
Vit 4+ Vi) NV #0
valamely 2 <4 < r-re. Ekkor léteznek olyan vy € Vi, ...v;_1 € V;_; vektorok, melyekre
O#v,:=vi+--v,1€V;.
S6t, mivel (x — Ap)* | fj(x), ezért f;(A)v, = 0 minden j # k-ra (1 <k <iés 1 <j <r). Specidlisan
vi = fi(A)@(A)vi + - [r(A)g(A)v; = fi(A)gi(A)v; = fi(A)qi(A) (01 + -+ 0ia) =0,

ellentmondas (itt hasznaltuk hallgatolagosan, hogy f;(A) és g;(A) felcserélhets, ezért minden j # i-re
fi(A)g;(A)vi = q;(A) f;(A)vi = ¢;(A)0 = 0). 0



A kovetkezs lemma trividlis kovetkezménye a Cayley—Hamilton tételnek, de kozvetleniil is igazolhatd
és igy hasznélhato a tétel bizonyitasara.

4. Lemma. Legyen ¢ eqy nilpotens linedris transzformdcio egy n-dimenzios V' vektortéren. Ekkor " =
0.

Bizonyitds. Indukcié n szerint. Ha n = 1, akkor az allitas vilagos, hiszen ha ¢ # 0, akkor dim Ker(y) <
1, azaz ¢ injektiv.

Mivel ¢ nilpotens, nem lehet injektiv, ezért Ker(y) # 0, igy dim Im(p) = n — dim Ker(¢) < n. Node
Im(p) egy ¢-invarians altér, melyre megszoritva ¢-t ugyancsak egy nilpotens transzforméciot kapunk.
Az indukcios feltevést hasznéalva oim(,)-nek a dim Im(p)-edik hatvanya 0, specialisan gpﬁfnt@) = 0. Tehat
0" (v) = " Hp(v)) = 0, hiszen ¢(v) € Im(p) és ezen ¢

"1 azonosan 0. O

Al Lemmat alkalmazva az A— \;I méatrixszal valo szorzas V;-re valo megszoritasara azt kapjuk, hogy
(A—N1)3™Vi azonosan 0 a V; altéren. Igy a (A— X\ 1)3™V1. .. (A—\,.1)3™ V" szorzat azonosan 0 az egész
V-n, hiszen az a[3] Lemma szerint a V;-k direkt 8sszege. Specidlisan m4(z) | (z—X;)3m V... (z—\,)dim Ve
azaz o; < dim V; minden i = 1,..., r-re. Végezetiil elgjeltél eltekintve az (xz — Ap)4mVi ... (z — ), )dmVr
polinom az A karakterisztikus polinomja, hiszen V;-n az A-nak egyetlen sajatértéke van (jelesiil \;), mert
az Ay, megszoritas minimalpolinomja (x — A;)* és minden sajatérték gyoke a miniméalpolinomnak. [

5. Kovetkezmény. Eqgy A € C™*" mdtriz pontosan akkor diagonalizdlhato, ha minimdlpolinomja ki-
lonbozd gyoktényezdk szorzatdra bomlik (azaz minden sajdtérték egyszeres gyoke).

Bizonyitds. Tegytik fel, hogy ma(z) = (x— A1) - -+ (x — \,). Ekkor a[3] Lemma szerint V =V, &--- &V,
ahol V; = Ker(A — \;1) nem més, mint a \;-hez tartozo sajataltér. Vi, Vs, ...V, bazisait dsszeuniozva
V-nek egy sajatvektorokbol allo bazisat kapjuk, azaz A diagonalizalhato.

Megforditva tegyiik fel, hogy A diagonalizalhat6. Mivel a minimalpolinom nem fiigg a bazis valasz-
tasatol, ezért azt is feltehetjiik, hogy A diagonalis. Node diagonalis matrix minimélpolinomja val6ban
a kiilonbo6z6 sajatértékekhez tartozo gyoktényezsk szorzata, hiszen ennek is gyoke a matrix. O]

Az utols6é bizonyitas azon alapszik, hogy a Cayley—Hamilton-tétel diagondlis matrixokra trivialis,
rdadasul szinte minden matrix diagonalizalhato.

4. Bizonyitds. Itt is feltessziik, hogy K < C (most sincs ra sziikség). Ha A = diag(A\1,..., \,) egy
diagonalis méatrix, akkor a féatlobeli elemeket tagonként kell a k4(x) polinomba helyettesiteni, de mivel
mindegyik sajatérték, ezért ka(A) = 0. Ahogy a 2. bizonyitasban is lattuk, ebbdl kévetkezik az allitas
tetsz6leges diagonalizalhatoé matrixra is. Most belatjuk, hogy a diagonalizdlhaté matrixok stirtin vannak
az Osszes matrix kozott (azaz tetszSleges A matrixra és ¢ > 0 szdmra van olyan B diagonalizalhato
métrix, melyre A — B minden elemének abszolutértéke < €). Ebbdl kovetkezik a Cayley—Hamilton tétel
tetszdleges A méatrixra, hiszen konvergalhatunk A-hoz diagonalizalhat6 méatrixokkal és &y, (M) folytonos
fiiggvénye M -nek.

Tegyiik fel indirekten, hogy van egy A € C™*" matrix, melynek valamely ¢ > 0 valés szamra
az € sugaru kornyezetében egyik matrix sem diagonalizalhato. Azt fogjuk hasznalni, hogy ha kp(x)-
nek nincs t6bbszoros gyoke, akkor B diagonalizalhato, hiszen kp(z) minden gyokéhez tartozik egy-
egy sajatvektor, melyek linedrisan fliggetlenek. Vegylink egy Y = ((y;;)) n X n-es matrixot, melynek
minden eleme egy-egy formalis valtozo, azaz Y € Clyi, ..., Ynn]™™ egy (n?-valtozos) polinomokbol
all6 matrix. Ennek a karakterisztikus polinomja ky (z) = det(Y — xI) € Clx,y11, - - ., Ynn) €y n* + 1-
valtozos polinom. Egy polinomnak pontosan akkor van tobbszoros gyoke (z-ben), ha van kozos gyoke a
derivaltjaval. Vegyiik tehat a ky(x) polinom z-szerinti %ky(l‘) derivaltjat (ez még mindig egy n? + 1-
valtozos polinom). Két normalt polinomnak pontosan akkor van kozos gyoke, ha a rezultansuk O:
egy polinom és a derivaltja esetében ez — konstans szorzotol eltekintve — a polinom diszkrimindnsa.
Képezziik tehat ky (x)-nek (az z szerinti) diszkriminansat. Ez ky (z) egyiitthatoinak polinomja, azaz
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Clyit, - - - Ynn)-nek egy D(y11, ..., Ynn) eleme. Vegyiik észre, hogy D nem lehet az azonosan 0 polinom,
hiszen van olyan behelyettesitése, ami nem 0, hiszen van olyan matrix, aminek az Osszes sajatértéke
kiilénboz6 (pl. legyen y;; =i és y;; = 0 ha ¢ # j). Az mar elemi analizis/algebra, hogy ekkor D: C™*"™ —
C nem ttinhet el egy A matrix teljes € sugart kornyezetén: ellenkezs esetben itt az Osszes parcialis
derivalt is 0 lenne, alternative ez kovetkezik a polinomok azonossagi tételébdl is. O

6. Megjegyzés. A fenti bizonyitdasban valdjaban nincs sziikséqg ,analizisre” és a C topologidjara: C he-
lyett tetszdleges K testre mikddik, csak az algebrai geometridban haszndlatos un. Zariski-topologiat kell
tekinteni K™ ™-en a C"*"-en szokdsos topologia helyett. A Zariski-topoldgidban a zdrt halmazok véges
sok polinom kézos zérushelyeiként dllnak eld. Azon mdtrizok Zariski-nyilt halmazt alkotnak, melyeknek
minden sajdatértéke kilonbozd, sot, lényegében a polinomgyidri nullosztomentességén malik, hogy ez nem-
csak nyilt, hanem sirid 1s. Fz a modszer meglepden hatékony, rengetegszer haszndljik a modern algebrai
szamelméletben, geometridban, tobbek kozott a 2-dimenzids p-adikus Langlands-megfeleltetés Colmez-féle
— 2010-ben megjelent — bizonyitdsa s tartalmaz eqy hasonlo tipusi érvelést. Ezekben a modernebb bizo-
nyitdsokban is az a kézds, hogy eqy tételt eldszor bizonyos specidlis esetekben igazolunk, majd beldtjuk,
hogy a specidlis esetek valamilyen értelemben sidrin vannak az dsszes eset kozott, a tételink igazsdg-
értéke pedig folytonosan vdltozik az ,esetek” halmazdn. Ahhoz, hogy a ,walamilyen értelemben sdrin
vannak” kifejezést precizzé tegyiik, a Zariski-topologidnak messzemend (absztrakt) dltaldnositasaira is
sziikség van. A linedris transzformdciokat tudjuk n?® darab szammal tokéletesen jellemezni (melyek k-
20tt semmilyen dsszefiiggés nincs), de mds, nehezebb tételekhez esetleg bizonyos tipusi sikgorbék, vagy
akdr adott tulajdonsdgi csoportreprezentdciok izomorfia osztdlyainak paraméterezésére lehet sziikség. Az
ilyen paramétertereket a geometridban modulustérnek (angolul moduli space) nevezik.

A konnyebb érthetGség kedvéért a 4. bizonyitast részletezziik a 2 x 2-es matrixok példajan. EIG-

szor azt akarjuk latni, hogy C**%-ben siirtin vannak azon matrixok, melyeknek kiilonbozs a

b
d
két sajatértéke, hiszen ezen matrixokra teljesiil a Cayley—Hamilton tétel. A karakterisztikus polinom
det (“ ; * J f L) = 22 — (a + d)x + (ad — be). A két sajatérték pontosan akkor kiilonbozs, ha a
D(a,b,c,d) := (a+d)* — 4(ad — bc) = a* + d* — 2ad + 4bc diszkriminans nem 0. Ez a D(a, b, ¢, d) négy-
valtozos polinom nem a 0 polinom (ranézésre, de a fenti érvelés ebben a speciélis esetben azt hasznélja,
hogy a konkrét (é (2)) diagonalis matrixra D(1,0,0,2) =1 # 0). A kovetkezd 1épés, hogy nincs olyan

Qo bo

o a ) € C**% matrix ¢és € > 0 valos, hogy D(a,b,c,d) = 0 minden olyan (CCL Z) € C**2 matrixra,
o do

melyre
Co

¢ = ¢, d = dg-at, viszont a fusson az ag € C szam e sugara nyilt kornyezetén. Mivel D(a, by, o, dp)
méasodfoki a-ban, ezért csak két olyan a érték lehet, melyre D(a, by, ¢y, dy) = 0, azaz nyilvin nem min-
Qo bo
Co d()
egészre valasszunk olyan M, € C**2 melyre ||M, — Mylls < % és M,-nek két kiilonbozd sajatértéke
van. Igy M,,-re teljesiil a Cayley-Hamilton tétel, azaz ky;, (M,) = 0 (n > 1). Viszont lim,,_,, M, = M,
miatt kpp (Mo) = limy, o0 ks, (M) = 0, hiszen a

(C2><2 N C2X2

M:(Z Z) — kM(M):C:L 2)2—(a+d) (Z Z)—i—(ad—bc)[

hozzarendelés egy folytonos fiiggvény. Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy My-ra is teljesiil a Cayley—
Hamilton tétel allitasa.

(CCL Z) - <a0 20) H := max(|a—aopl, |b—bol, |c—col,|d—dp|) < . Rogzitsiik ugyanis b = by,
0 o0

den olyan a, amire |a — ag| < &. Végezetiil legyen M, = ( € C?*2 tetszoleges és minden n > 1


https://en.wikipedia.org/wiki/Moduli_space

