Algebrai Szamelmélet

9. gyakorlat

1. (3+3+2 pont) Igazoljuk, hogy a direkt limesz egzakt, az inverz limesz balegzakt, tovab-
ba kompakt Hausdorff Abel-csoportokon az inverz limesz egzakt. Itt pl. az inverz limesz
esetében a kovetkezGt jelenti az allitas: Legyen I egy jobbfiltralt részben rendezett hal-
maz 6s (A;)ier, (Bi)ier, ill. (Ci)ier egy-egy inverz rendszere Abel-csoportoknak. Tegyiik
fel tovabba, hogy minden i-re van egy

O%AZ%BIL&CI—)O

rovid egzakt sorozat, ami kompatibilis az 6sszekots leképezésekkel, azaz minden ¢ < j €
I-re a

aj Bj

0 Aj Bj Cj 0
fijl/ gijl lhij
0—=A, 2B, 00

diagram kommutativ, ahol rendre f;;, g;;, ill. h;; jeloli az 6sszekotd leképezéseket. Ekkor
a

lim o m f3;
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sorozat is egzakt. Tovabba ha A;, B;, C; kompakt Hausdorff és az Osszes fenti leképezés
folytonos, akkor a

0—=limA; "= lim B; "= limC; — 0
sorozat is egzakt.

2. Legyen M;, i € I (ill. N;, j € J) egy direkt (ill. inverz) rendszere Abel csoportok-
nak, M, N pedig tetsz6leges Abel-csoportok. Milyen feltételek mellett lehet a Hom-ot
illetve ®-ot felcserélni a lg mel, illetve lim-mel? Pl. igaz-e, hogy HOIH(I&] Ny, M) =
lim, Hom(N;, M) vagy lim, (M; @ N) = (hgq M;) ® N? Pozitiv allitasok darabja 3 pont,
ellenpéldak 2 pont. (Ha kell, feltehetjiik a végesen generaltsagot, végességet, stb.)

Az aldbbi feladatokban felépitjiik a tokéletes p-karakterisztikaja gytrik Witt-gytrdit. Le-
A k tati cgel lyb =1+---+1€ A lloszto &
gyen A egy kommutativ egységelemes gytirt, melyben p + -+ nem nulloszt6 és

a természetes A — lim A/ p" A leképezés izomorfizmus (azaz A p-adikusan teljes). Tegyiik
fel tovabba, hogy R := A /DA egy tokéletes p-karakterisztikdju gyiri, azaz a p-edik hatvanyra
emelés (,,Frobemus ') bijektiv: minden z € R-re van pontosan egy olyan x” = y € R, mely-
re y? = x. Az ilyen A gytrtket szigoru p-gytriknek nevezziik. Példaul A = Z, egy szigort

p-gydrd.



3. (2 pont) Igazoljuk, hogy egy p-karakterisztikaju k testen a Frobenius endomorfizmus
(azaz a p-edik hatvanyra emelés) mindig injektiv, és pontosan akkor sziirjektiv, ha k
tokéletes test (azaz k felett semmilyen irreducibilis polinomnak nincs t6bbszords gyoke).
Adjunk példat nem tokéletes p-karakterisztikaju testre.

4. (2 pont) Igazoljuk, hogy egy p-karakterisztikaju R gytrtin (kommutativ, egységelemes,
és 1+---+1=0) a p-edik hatvanyra emelés pontosan akkor injektiv, ha R redukalt,
—_—

P
azaz nincsenek benne nilpotens elemek.

5. (3 pont) Legyen A egy szigoru p-gytird, specidlisan R = A/pA egy tokéletes p-karakterisz-
tikaju gytri. Egy z € R elemnek jeloljiik z-pal egy tetszéleges (minden = € R-re
elére megi\élasztott) A-beli felemeltjét (azaz * = z + pA). Igazoljuk, hogy [z] =
lim,, o0 (227" )P" limesz létezik az A-n levés p-adikus topologidban és nem fiigg a felemel-
tek valasztasatol. Igazoljuk tovabba, hogy [xy] = [z][y]. Az [z] elemet az x multiplikativ
(vagy Teichmiiller) reprezentanséanak nevezziik.

A tovabbiakban az lesz a célunk, hogy tetszéleges R tokéletes p-karakterisztikaji gytrihoz
konstrualjunk egy olyan W (R) szigora p-gytrtt, melyre R = W (R)/pW (R). A W(R) gytirtit
nevezzikk az R gytrd Witt gytrdjének. W(R) elemei Y .-, p‘[x;] alaka formalis hatvanyso-
rok lesznek, ahol x; € R. Az [x;] formalis kifejezések lesznek a multiplikativ felemeltek. A
fenti hatvanysorokon valod Osszeadés és szorzas definicidjahoz el6szor a megszamlalhato sok
elemmel generdlt szabad tokéletes p-karakterisztikdju gytrik Witt gytrtjét kell megkonst-
rualnunk, és megnézniink, hogy abban hogy miikédik az 6sszeadas illetve a szorzas. Legyen
Xo, X1,...,Yy, Yy, ... formalis valtozoknak két végtelen sorozata, p pedig egy rogzitett prim-
szam. Tekintsiik tovabbd minden 0 < n-re és 0 < i-re az X; és Y] valtozoknak egy-egy formalis
pr-edik gyokét: XP " ill. YP " (azaz ezek is formalis valtozok, de a polinomgytiriiben kifak-

torizalunk azokkal az azonossagokkal, hogy (X? )P = X7 AL (YP "y =v?P _nH). Legyen

ZIXI YT iz 0] = (XY = 0]
S = ImZ, XYY iz 0/ |

6. (3 pont) Igazoljuk, hogy S egy szigori p-gytirtd. Specidlisan léteznek olyan S;, P, €
S/pS =TF,[ X" ~,Y" ™ | i > 0] polinomok, melyeknek multiplikativ felemeltjeire

(ip%) + (ip%) —~ ipi[si]
(ZPZX@) (ZP%) = ZP’TR‘]-

7. (2 pont) Hatarozzuk meg az Sp, Sy, Py, P € F,[X? ~,Y? ™ | i > 0] polinomokat.

8. (3 pont) Legyen R egy tetszdleges p-karakterisztikaju tokéletes gytird és W(R) = {r =
(ro,r1,...) | i € Ryi > 0} = RY mint halmaz. Tekintsiik tovabbéa a kovetkezd mii-
veleteket: (r + s), := S,(r0,71, -, 50,51, --.), illetve (r8), := Py(r0,71, -, 50,51, --)-
Igazoljuk, hogy W (R) egy szigoru p-gytri ezekkel a miiveletekkel.
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9.

10.

(3 pont) Igazoljuk a W(R) Witt gytrd alabbi univerzalis tulajdonsagat: ha A egy
tetszoleges szigorut p-gytri és ¢: R — A/pA gytrihomomorfizmus, akkor ennek egy-
értelmiien létezik egy ¢: W(R) — A felemeltje. Specialisan W egy funktor. Megjegy-
zés: a Frob,: R — R homomorfizmus is felemelheté W (R)-be, ezt a felemeltet hivjuk
Frobenius-felemeltnek.

(3 pont) Igazoljuk, hogy az R — W(R) és az A — A/pA funktorok egymas kva-
ziinverzei, azaz minden R tokéletes p-karakterisztikaju gytrtre létezik egy ®r: R —
W(R)/pW (R) természetes izomorfizmus, illetve minden A szigoru p-gyftrire létezik egy
Uy: A — W(A/pA) természetes izomorfizmus. A természetesség itt (pl. R esetében)
azt jelenti, hogy ha f: R; — Ry egy gyUrtithomomorfizmusa tokéletes p-karakterisztikaju
gytrtknek, akkor a

Rl — RQ

- o

W(B)/pW (R1) —— W(E)/W(R)

diagram kommutativ. Tehat a szigori p-gytrtk kategoriaja ekvivalens a tokéletes p-
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