Algebrai Szamelmélet

7. feladatsor

A kovetkezs feladatok némileg egymasra épiilnek. A cél itt a Fermat-sejtés elsG esetének
igazolasa reguléris primekre.

1.

(3 pont) Igazoljuk, hogy 2 egységgydk tetszbleges u € O) egységre, ha O, az n-edik
korosztasi test egészeinek gytirdjét jeloli. Mutassuk meg tovabba, hogy ha n = pF
valamely paratlan p primre, akkor = egy pF-adik egységgyok is, azaz létezik egy
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csoporthomomorfizmus.

. (3 pont) Legyen p egy paratlan primszam és jeloljiik O,x-nak a pF-adik korosztasi testet.

[gazoljuk, hogy O;k—ben minden v elem felirhaté v = (v alakban, ahol ¢ egy alkalmas
pF-adik egységgyok, v € O NR pedig valos.

Tegyiik fel, hogy p 1 xyz olyan egész szamok, melyekre aP 4+ y? = zP (2 < p prim).

(141 points) Modulo 9 vizsgalodva igazoljuk, hogy p # 3. Modulo 25 vizsgalodva
igazoljuk, hogy p # 5.

Legyen tehat mostantol p > 5 és jeloljiik (-val egy fix primitiv p-edik egységgyokot.

(1 point) Feltehetjiik, hogy az x,y, z szamok paronként relativ primek, tovabba azt is,
hogy ptz —y.

(2 pont) Igazoljuk, hogy az x +vy,z +y(, ..., r+y(P~! szdmok paronként relativ primek
O,-ben.

(2 pont) Igazoljuk, hogy minden a € O,-re o € Z+ pO, (azaz van olyan a € Z, melyre
a — o oszthato p-vel).

(2 pont) Legyen o = ag+a1{+...a,_1¢P~', ahol a; € Z (i = 0,...,p—1) és legalabb az
egyik a; = 0. Igazoljuk, hogy ha a € nO, alkalmas n € Z egész szammal, akkor n | a;
minden ¢ =0,...,p — l-re.

(2 pont) Ha egy szamtest osztélyszamat nem osztja p és egy ideal p-edik hatvanya
f6ideal, akkor az ideal maga is fGideal.



9. (3 pont) Tegyiik fel, hogy p nem osztja O, osztalyszamat. Lassuk be, hogy a fenti
aP + yP = zP egyenletnek nincs olyan megoldéasa, amire p { xyz. Segitség: alakitsuk az
egyenletet é’;é (z + y¢?) = (2)? alakba. Mindkét oldalt bontsuk O,-ben primidedlok
szorzatara. Vegyiik észre, hogy feltételek miatt o + (Jy = ujaﬁ? alaku, ahol u; € O
egység, a; € O. Most «;-re alkalmazzuk a 6. Feladatot, u;-re pedig a 2. Feladatot, hogy
talalhassunk egy olyan r € Z egész szamot, melyre z 4+ (y = ("va (mod p), ahol v € R,
a € Z. Az el6z6 kongruenciat megkonjugalva kapjuk, hogy p | = + Cy — "z — (¥ 1y.
A 7. Feladat segitségével jussunk ellentmondasra.



