Algebrai Szamelmélet

6. feladatsor

. (3 pont) Igazoljuk, hogy ha L/K egy olyan Galois-bévitése szamtesteknek (K /Q véges),
melynek Galois-csoportja nem ciklikus, akkor legfeljebb véges sok olyan p prim van K-
ban, melyet csak egyetlen L-beli prim oszt.

. (3 pont) Legyen K/Q egy olyan Galois bévités, melynek Galois csoportja nem Abel.
Igazoljuk, hogy semelyik p prim sem marad prim Og-ban.

. (5 pont) Legyen K/Q egy tetsz6leges véges bovités. Igazoljuk, hogy végtelen sok olyan
p prim van, ami Og-ban teljesen felbomlik.

. (3 pont) Legyen L/K egy véges bovitése szamtesteknek, és legyen L < F az L test
normalis lezartja. Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket: G = Gal(F/K), H = Gal(F/L),
Gp < G a felbontasi részcsoportja egy p < Ok feletti P <« Op primnek. Létesitsiink
bijekciot a p f6lotti L-beli primek és a H\G/Gp kettés mellékosztalyok kozott. Ennek
felhasznalasaval adjunk 1j bizonyitast arra, hogy ha egy prim teljesen felbomlik egy
bévitésben, akkor teljesen felbomlik a normalis lezartjaban is. (+3pont)

. (5 pont) Legyen L/K egy — nem feltétleniil Galois — feloldhaté p-foku bévitése szam-
testeknek, ahol p primszam (tehat L normaélis lezartjanak K feletti Galois-csoportja
feloldhato). Tegyiik fel tovabba, hogy az p <t Ok primidedl nem &gazik el L-ben, és
van legalabb ketté darab egy inerciafoki primosztoja L felett. Igazoljuk, hogy p telje-
sen felbomlik L-ben. (Segitség: Felhasznalhatjuk Galois tételét, mely szerint ha G egy
primfoku tranzitiv feloldhaté permutaciocsoport, akkor G tetszéleges egységtol kiilon-
b6z6 elemének csak legfeljebb 1 fixpontja van.)

. (4 pont) Igazoljuk, hogy minden A véges Abel-csoportra van olyan L/Q Galois-b6vités,
melyre Gal(L/Q) = A. (A feladat allitasa igaz tetszéleges feloldhatd csoportra (ez
Safarevics tétele), de altalaban véges csoportra megoldatlan.)

. (3 pont) Legyen n egy paratlan szam. Jellemezziik Q azon méasodfoka bévitéseit, me-
lyeket Q((,,) tartalmazza.

. (3 pont) Igazoljuk, hogy minden d € Z négyzetmentes szamra van olyan n pozitiv egész

szém, melyre Q(Vd) C Q(Gy).
. (3 pont) Igazoljuk, hogy q > 3 esetén Q((a¢) kvadratikus résztestei éppen Q(i), Q(v/2),

Q(iv2).



