Algebrai Szamelmélet

11. gyakorlat

A kovetkezd feladatok némileg egymaésra épiilnek. A f6 cél a Lubin—Tate formélis csoportok
definicidja, illetve ezeken keresztiil lokalis testek Lubin—Tate bévitéseinek konstrukcidja.

1. (3 pont) Legyen R egy kommutativ egységelemes gytri. Egy (egyparaméteres) kom-
mutativ formalis csoport szabalynak neveziink egy kétvaltozos F(X,Y) € R[[X,Y]]
formalis hatvanysort, ha az alabbi feltételek teljesiilnek:
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Mutassuk meg, hogy ha R = Ok egy teljes nemarkhimédeszi test értékelésgytirtje,
és My a maximalis ideal, akkor My az a +r b := F(a,b) miveletre nézve csoport.
Igazoljuk tovabba, hogy az F(X,Y) = X4V ésaz F(X,Y) = X+Y + XY hatvanysorok
kommutativ formalis csoportok. Mivel lesz izomorf ezekben az esetekben (Mg, +5)?

F(X,Y) = X + Y+magasabb foku tagok;
F(X,F(Y,Z)) = F(F(X,Y),Z) (asszociativitas);
létezik egy tp(X) € X R[[X]] hatvanysor, melyre F(X,tp(X)) = 0 (inverz);
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v) F(X,Y)=F(Y,X) (kommutativitas).

2. (3 pont) Egy F és egy G formalis csoport kozotti homomorfizmus egy olyan h(T') €
T R[[T]] hatvanysor, melyre h(F(X,Y)) = G(h(X),h(Y)). Mutassuk meg, hogy F' = G
esetén End(F) := Hom(F, F) egy gytri az +p Osszeadasra, és a kompoziciéra nézve.
Igazoljuk tovabba, hogy a h,(T) = (T'+ 1)" — 1 egy endomorfizmusa az F(X,Y) =
X +Y + XY formélis csoportnak minden n > 1 egészre.

3. (4 pont) Mostantol legyen R = Ok, ahol K/Q, egy véges bévités és m € Ok egy
primelem (egységszeres erejéig egyértelmd). Jelolje F, azon f(X) € Ok[[X]] hat-
vanysorok halmazat, melyekre f(X) = mX+magasabb foku tagok, és f(X) = X?
(mod =), ahol ¢ = p/ a k = Og/Myg maradéktest elemszdma. Legyen f,g € Fy
és ¢1(X1,...,X,) € Ok[Xy,...,X,] egy homogén els6foku polinom. Igazoljuk, hogy
egyértelmien létezik egy olyan ¢(Xy,...,X,) € Ok[[X1,...,X,]] n-valtozos formé-
lis hatvanysor ugy, hogy &(Xi,...,X,) = ¢1(Xy, ..., X,)+magasabb foku tagok, és
f(O(Xas ., X)) = o(g(Xa), ..., 9(Xn)).

4. (3 pont) Bizonyitsuk be, hogy minden f € F,-hez egyértelmiien létezik egy olyan
Fy(X,Y) € Og[[X,Y]] formalis csoport, melyre f endomorfizmusa Fy-nek. (Az ilyen
formalis csoportokat nevezik Lubin-Tate formalis csoportoknak.)



5. (3 pont) Legyen a € Ok tetszbleges és f,g € Fr. Igazoljuk, hogy egyértelmtien létezik
egy [alg (T) € TOk[[T]] hatvanysor, melyre [a], ¢(T) = aT+magasabb foku tagok, és
[alg.ro f =go]alys. Tovabba ekkor [a], s egy homomorfizmus Fy-bél F,-be. Specialisan
Fy és F, izomorfak.

6. (2 pont) Igazoljuk, hogy az Ox — End(Fy), a — [a]; := [a]y s leképezés egy injektiv
gytrthomomorfizmus, melyre [r]; = f. (Ezaltal Fy egy formdlis Ox-modulus lesz.)

7. (3 pont) Legyen f € F, tetszoleges (az egyszertiség kedvéért az 5. Feladat miatt vehetjiik
az f(T) = nT+T1 polinomot) és jeloljiikk A,-nel az f™ = fo---o f polinom gydkeinek
——

halmazat Q, algebrai lezartjaban. Igazoljuk, A, egy ¢" elemd halmaz, amely Ok-
modulus a +p, Osszeadasra és az a -p; A := [a];()\) szorzdsra nézve (a € O, A € Ay).
Mutassuk meg tovabba, hogy A,, = Ok /(7") mint Ox-modulusok.

8. (4 pont) Legyen K, = K(A,) az f™ polinom felbontasi teste K felett. Igazoljuk,
hogy Gal(K,,/K) = (Ok/(m"))*, és hogy K, ,/K teljesen elagazé. Tovabba, hogy
K., nem fligg f € F, valasztasatol, és m egy alkalmas K ,-beli elem normaja.

A fent értelmezett K, testet a K n-edik (7 primhez tartozo) Lubin-Tate bévitésének ne-
vezik. A Q,-t6l kiilonbozs p-adikus szadmtestek esetén ezek jatsszék a p-hatvanyadik kérosztési
testek analogonjait. Igaz ugyanis a Kronecker—-Weber tétel alabbi altalanositasa:

Tétel. Legyen K/Q, egy véges bovités, m € K pedig egy primelem. Ha L/K egy olyan Galois
bovités, melynek Gal(L/K) Galois-csoportja Abel, akkor van olyan n pozitiv egész, melyre
L C K, K", ahol K" a(z egyetlen) n-edfoki eldgazdsmentes bévitése K-nak. Mds szavakkal
K maximalis Abel-féle bovitése a KrooKY test, ahol Kyoo = |, Krn €s K¥ = |, K.
Tovdbbd a Galois csoport Gal(K /K)® = Gal(K, o K" | K) = OX x Z.



