10.

11.
12.

Algebrai Szamelmélet

8. feladatsor

beadhato 2020. november 18-ig

. (3 pont) Legyen K egy test, melyen van egy | - | arkhimédeszi abszolutérték, melyre

nézve K teljes. Igazoljuk, hogy K izomorf R-rel vagy C-vel tgy, hogy az izomorfizmus
még homeomorfizmust is indukél a K-n 1év§ | - | altal meghatarozott topologidban.

. (3 pont) Igazoljuk, hogy ha K/Q egy véges bévités, akkor K minden nemtrivialis abszo-

latérték ekvivalens vagy egy Ok-beli primidealhoz tartozé diszkrét értékelésbdl szarma-
z0 abszolutértékkel (nemarkhimédeszi eset), vagy a C-n 1év6 szokasos abszolutérték K-ra
valo megszoritasaval egy 7: K — C bedgyazas mentént (arkhimédeszi eset). Két ilyen
abszolutérték pontosan akkor ekvivalens, ha mindketts arkhimédeszi, és a két megfelel
71, To: K — C Q-homomorfizmus egyméas konjugaltja.

(1 pont) Irjuk fel a —1-et —1 =Y a;p’ p-adikus alakban.
(2 pont) Irjuk fel a 2/3 és a —2/3 5-adikus alakban.

(4 pont) Igazoljuk, hogy egy > oo —app’ (a; = 0,1,...,p — 1, i > —m) alakba irt
p-adikus szam pontosan akkor racionalis, ha jegyeinek sorozata egy bizonyos ponttol
kezdve periodikus.

(3 pont) Oldjuk meg az x* = 2 egyenletet Z;-ben.

3 p()Ilt I azol'uk, ho y a @ test minden automorfizmusa f()lyt()ll()S, specia’lisan iden-
g ] g p
tikus.

(2 pont) Legyen n > 1 egész, ésn = ag+ap+-- -+ a,.p” a p-es szamrendszerbeli alakja
(0 < a; < p). Legyen tovabba s = ag + a1 + - - - + a,. Igazoljuk, hogy v,(n!) = 2=2.
(

p—1
2 pont) Igazoljuk, hogy az 1,1/10,1/100,...,1/10",... sorozat semmilyen p-re sem
konvergal Q,-ben.

(3 pont) Legyen € € 1+ pZ, és o = ag + a1p + agp* + ... egy p-adikus egész, melynek
jeloljik s,-nel az n-edik kezddszeletét, azaz s, = a9 + a1p+ - -+ + a,p" € Z. Igazoljuk,
hogy az € := lim,, o €°" limesz létezik Z,-ben és igy 1 + pZ, egy — multiplikativan irt
— Zyp-modulus.

(3 pont) Igazoljuk, hogy ha (a,p) =1 (a € Z), akkor az a?" sorozat konvergal Q,-ben.

(2 pont) Igazoljuk, hogy ha p # ¢ primek, akkor a Q, és a Q, testek nem izomorfak.
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(2 pont) A Q, test algebrai lezartja Q,-nek végtelen bévitése.

(5 pont) Jeloljiik Z,[X]}-szel a Z, feletti formalis hatvanysorok gytrtjét. Legyen g €
Zp|[ X tetszbleges és f(X) = ag+ a1 X + -+ a, X" + - - - € Z,[X] olyan, hogy p | a
minden 0 < i < n — l-re, de p 1 a,. Igazoljuk, hogy ebben a szituacioban mdékodik a
maradékos osztds, azaz egyértelmden létezik egy ¢ € Z, [ X] hatvanysor, és egy r € Z,[X]
legfeljebb n — 1-edfoku polinom, melyre g = qf + 7.

(3 pont) (,,p-adikus Weierstrafs-féle el6készitési tétel”) Legyen 0 # f(X) € Z,[X]. Ekkor
egyértelmden létezik egy f(X) = ptg(X)u(X) feliras, ahol p > 0 egész, u(X) € Z,[X]*
egy egység, g(X) € Z,[X] pedig egy normélt polinom, melynek minden f8egyiitthatotol
kiilonb6z6 egytitthatoja oszthato p-vel.



