Algebrai Szamelmélet

1. feladatsor

beadhat6 2020. szeptember 16-ig

. (2 pont) A kvadratikus reciprocitési tétel bizonyitasanak mintajara a nyolcadik egység-

gyokoket vizsgalva adjunk képletet a (%) Legendre szimboélumra.

. (242 pont) Igazoljuk, hogy minden egyértelmd primfaktorizaciés tartomany (pl. Z és
K|[z], ahol K test) egészre zart, de Z[v/5] nem. (Segitség: Gauss-lemma.)

. (3+3 pont) Hatarozzuk meg Z egész lezartjat Q[x]/ (23 — 2)-ben és Q[z]/ (23 —x —4)-ben.

. (3 pont) Legyen A C B integritasi tartomanyok, és legyen § € B egy invertalhato
elem. Igazoljuk, hogyA[B] N A[8~!] minden eleme egész A felett. (Segitség: Ha o €
A[B] N A[B~1], akkor talaljunk egy olyan M C B végesen generélt A-részmodulust B-
ben, melyre aM C M.)

. (14242 pont) Ebben a feladatban azt igazoljuk, hogy ha R egy egészre zart gytirt, akkor
R[] is az.

(a) Eloszor vezessiik vissza a feladatot arra, hogy R[z] egészre zart K[x]-ben. (K|[z]
benne van R[z] hanyadostestében és egészre zart, hiszen fidealgytird.)

(b) Igazoljuk, hogy ha f, g € K|[x] norméalt polinomok, melyekre fg € R[z|, akkor f és g
is R[x]-ben van. (Segitség: bontsuk mindkét polinomot gyoktényezsk szorzatara egy
bévebb testben.)

(c) Ha egy f € K[z] gyoke egy R[z] feletti k fokt normélt polinomnak, akkor f + z'V
is gyoke egy ugyancsak k fokd normalt polinomnak. Noveljik N-et és a normaélt
polinom (melynek f + 2V gydke) konstans tagja felirhaté két normalt polinom szor-
zataként, melyek koziil az egyik épp f + V.

. (1 pont) Mi 1 + v/2 nyoma és norméja a Q(v/2)/Q bévitésben?

. (2 pont) Vegyiik a Q(7)/Q bovitést. Ennek Galois-csoportja Zo, specidlisan ciklikus. Mi
itt egy a + bi alaktl szdm normaéaja? Mit mond Hilbert 90-es tétele ebben a specialis
esetben a Pitagoraszi szamharmasokrol?

. (3 pont) Hilbert 90-es tételének felhasznéalaséaval adjunk 0j bizonyitast arra a tételre,
hogy ha K tartalmazza az n-edik egységgyokoket, és L/K olyan Galois-b&vités, melyre
Gal(L/K) = Z,, akkor L egy radikalbdvitése K-nak.

. (3 pont) Legyen f(x) € Z[z] egy irreducibilis norméalt polinom. Tegyiik fel, hogy f Q
feletti felbontasi testének Galois-csoportja Abel és f(a) = 0 valamilyen o € C, |a| =1
szamra. Igazoljuk, hogy f Osszes t6bbi (komplex) gyoke is 1 abszolutértékd.
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(4 pont) Igazoljuk, hogy ha « egy olyan algebrai egész szam, melynek az osszes Galois-
konjugaltja 1 abszolutértékd, akkor a egységgyok.

(242 pont) Igazoljuk, hogy ha K < L < M véges szeparébilis bovitések lanca, akkor
Nyt = Npjg o Ny Mi a helyzet, ha a bévitések nem szeparabilisek?

(3 pont) Igazoljuk, hogy ha L/K nem szeparébilis bévités, akkor Try i azonosan 0.
(Segitség: a nyom tranzitiv, ezért elég egy kozbiilsé bévitésre belatni. Viszont ha L/K
nem szeparabilis, akkor char(K) = p prim és van egy olyan kozbiilsg bévités, melynél
egy adott elem p-edik gyokét adjungaljuk.)

(14+2+2+2+2 pont) Legyen L/K egy Galois-bdvités. Ebben a feladatban azt latjuk be,
hogy van olyan v € L, melyre {o(vy) | 0 € Gal(L/K)} linearisan fiiggetlen K felett, azaz
L egy bazisat alkotja. Az ilyen béazist normél bazisnak nevezziik.

(a) Legyen f(z) € K[z] szeparabilis, normélt polinom, mely L f6l6tt f(z) = [[;—, (z—ay)
gyoktényezsk szorzatéra bomlik. Legyen g;(x) := % € L[z]. Igazoljuk, hogy
(1) >oi g9i(z) = 1 (,parcialis tortekre bontéasa 1/ f(z)-nek”), és

0 mod (f(x)) ha i #j

gi(z) mod (f(z)) hai=j.

(b) Legyen L/K Galois-b6vités, mint fent, és « olyan, melyre L = K(«a), f pedig «
minimalpolinomja. Legyen Gal(L/K) = {id = o1,...,0,} és a; = o0;(a) € L.
Képzziikk az A € L[z]|™™" matrixot a kovetkezSképpen: legyen az i-edik sor j-edik
eleme ;(cj(g1(z))) € L[z]. Mutassuk meg (az (a) rész segitségével), hogy ATA =1
mod (f(z)) (itt I az egységmatrix).

(ii) gi(w)gj(z) =

(c) Tegyiik fel, hogy K végtelen. A (b) részt felhasznélva igazoljuk, hogy van olyan § €
K, melyre det(A(S)) = det(oi0;(91(8)))i,; # 0. Specialisan a v = g1(5) valasztéassal
a{o1(7),...,on(7)} egy bazisa F-nek, mint K feletti vektortérnek.

(d) Legyen most K = IF, egy véges test és legyen |L/K| = n a fokszam. Hatarozzuk meg
a Froby: L — L K-linearis leképezés minimélpolinomjat. Segitség: Hasznaljuk a
Dedekind Lemmaét és azt, hogy Gal(L/K) egy n-edrendii ciklikus csoport, Frob,-val,
mint generatorral.

(e) Tegyiik L-et K[x]-modulussé tgy, hogy az x-szel valo szorzas a Frob, lineéris leképe-
zés. A f6idealgytrtk feletti végesen generalt modulusok alaptételének alkalmazasaval
(vagy masképp) igazoljuk, hogy ekkor L = K[z]|/(a2™ — 1), tehat ennél az azonosités-
nal a v:= 14 (2" — 1) jo valasztas.



