Algebrai Szamelmélet

9. gyakorlat
2017. aprilis 21.

. (2 pont) Igazoljuk hogy ha K/Q, egy véges bévités, akkor a log(1+z) =z — %2 +- 4

n
)”H“’" . hatvanysor konvergens a maximalis ideédlon.

(=
. (3 pont) Milyen p-adikus abszolutértéki z-ekre konvergens az exp(z) = 14+ z + -+ +

L+ + ... hatvanysor? (Hatérozzuk meg a konvergenciasugarat.)

(3 pont) Legyen K/Q, véges bévités e abszolut elagazasi indexszel és p maximalis ide-
allal. Igazoljuk, hogy az exp: p” — U™ = 1 + p" és log: U™ — p" izomorfizmust
létesit a p™ additiv és az U™ multiplikativ csoport kozott, ha n
torziomentes Abel csoport.

. (3 pont) Igazoljuk, hogy ha |K : Q,| = d és 7 € K prim, akkor K* = 77® Z,_1® Zp L

alkalmas a > 0 egész szammal, ahol ¢ a maradéktest elemszama.

. (2 pont) Igazoljuk, hogy z € Z, esetén az (1 +z)* = > 2 ()2 binomialis sor konver-
(

gens v, (z) > ﬁ esetén. Tovabba ekkor (14 z)* = exp(zlog(1 + z)).

(3 pont) Legyen K/Q, véges. Igazoljuk, hogy K* minden véges indexd részcsoportja
nyilt (és igy persze zart is).

(3 pont) Legyen K/Q, egy véges bovités, m € K egy primelem és v, a normalt érté-
kelés (azaz v,(m) = 1). Lattuk, hogy K lokalisan kompakt Abel-csoport, specidlisan
létezik rajta egy dx eltolasinvaridns Haar-mérték, mely egyértelmi, ha feltessziik hogy
fOK dr = 1. Igazoljuk, hogy v.(a) = fa(,) dz. Mutassuk meg tovabbé, hogy -2 L €8y

eltolasinvaridns Haar-mérték K *-en.

(3 pont) Legyen K/Q, véges. Igazoljuk, hogy egy f(z) € KJz| polinom Newton-
poligonjanak meredekségei éppen a gyokeinek a m-adikus értékelései (multiplicitéssal),
ahol 7 € K egy primelem (a Newton-poligont is a m-adikus értékeléssel gyartjuk le).

(3 pont) Legyen K/Q, véges. Igazoljuk, hogy ha f(z) € K|[z| irreducibilis, akkor f
Newton-poligonja egyetlen szakaszbol all. Adjunk példat arra, hogy el6fordulhat, hogy
ezen a szakaszon van még a két végponttoél kiilonbo6z6 racspont.

10.

(3 pont) Legyen R egy kommutativ egységelemes gytri. Egy (egyparaméteres) kom-
mutativ formalis csoport szabalynak neveziink egy kétvaltozos F(X,Y) € R[[X,Y]]
formalis hatvanysort, ha az alabbi feltételek teljesiilnek:
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(1) F(X,Y)= X + Y+magasabb foka tagok;

(1) F(X,F(Y,Z)) = F(F(X,Y),Z) (asszociativitas);

(1i1) létezik egy vp(X) € X R[[X]] hatvanysor, melyre F(X,tp(X)) = 0 (inverz);
() F(X,Y)=F(Y,X) (kommutativitas).

Mutassuk meg tovabbé, hogy ha R = Ok egy teljes nemarkhimédeszi test értékelés-
gytirtje, és My a maximalis ideal, akkor My az a +p b := F(a,b) miveletre nézve
csoport. Igazoljuk tovabbé, hogy az F(X,Y) =X +Y ésaz F(X,Y)=X+Y + XY
hatvanysorok kommutativ formalis csoportok. Mivel lesz izomorf ezekben az esetekben

(Mg, +r)?

(3 pont) Egy F és egy G formalis csoport kozotti homomorfizmus egy olyan h(7T) €
T A[[T]] hatvanysor, melyre h(F(X,Y)) = G(h(X), h(Y')). Mutassuk meg, hogy F = G
esetén End(F') := Hom(F, F') egy gytri az +p Osszeadésra, és a kompoziciora nézve.
Igazoljuk tovabba, hogy a h,(T) = (T + 1)" — 1 egy endomorfizmusa az F(X,Y) =
X +Y + XY formélis csoportnak minden n > 1 egészre.

(4 pont) Mostantol legyen R = Ok, ahol K/Q, egy véges bdvités és m1 € Ok egy
primelem (egységszeres erejéig egyértelmi). Jelolje F, azon f(X) € Ok|[[X]] hat-
vanysorok halmazat, melyekre f(X) = mX+4magasabb foku tagok, és f(X) = X1?
(mod =), ahol ¢ = p/ a k = Og/Myg maradéktest elemszdma. Legyen f,g € Fy
és ¢1(X1,...,X,) € Ok[Xy,...,X,] egy homogén elséfoku polinom. Igazoljuk, hogy
egyértelmien létezik egy olyan ¢(X,...,X,) € Ok[[X1,...,X,]] n-valtozos forma-
lis hatvanysor ugy, hogy &(Xi,...,X,) = ¢1(Xy, ..., X,)+magasabb foku tagok, és

(3 pont) Bizonyitsuk be, hogy minden f € F,-hez egyértelmien létezik egy olyan
Fy(X,Y) € Og[[X,Y]] formalis csoport, melyre f endomorfizmusa Fy-nek. (Az ilyen
formaélis csoportokat nevezik Lubin-Tate formalis csoportoknak.)

(3 pont) Legyen a € Ok tetszbleges és f,g € F,. Igazoljuk, hogy egyértelmien létezik
egy lalys(T) € TOgk[[T]] hatvanysor, melyre [a], ;(T) = at+magasabb foku tagok, és
lalgrof =golal, . Tovabba ekkor [a], ; egy homomorfizmus Fj-bsl Fy-be. Specialisan
Fy és F, izomorfak.

(2 pont) Igazoljuk, hogy az Ox — End(Fy), a — [a]; := [a] s leképezés egy injektiv
gytrithomomorfizmus, melyre [7]; = f.

(3 pont) Legyen f € F; tetszéleges (az egyszertiség kedvéért a 14. Feladat miatt vehetjiik
az f(T) = nT+T1? polinomot) és jeloljiikk A,-nel az f™ = fo---o f polinom gydkeinek
—_—

halmazat Q, algebrai lezartjadban. Igazoljuk, A, egy ¢" elemi halmaz, amely Og-
modulus a +p, Osszeadasra és az a -p,; A := [a];()\) szorzasra nézve (a € O, A € Ay,).
Mutassuk meg tovabba, hogy A, = Ok /(") mint Og-modulusok.

(4 pont) Legyen K, := K(A,) az f™ polinom felbontési teste K felett. Igazoljuk,
hogy Gal(K,,/K) = (Ok/(7"))*, és hogy K.,/K teljesen elagazé. Tovabba, hogy
K, nem figg f € F, valasztasatol, és m egy alkalmas K ,-beli elem normaja.



