Algebrai Szamelmélet

6. gyakorlat
2017. marcius 24.

. (3 pont) Igazoljuk, hogy ha L/K egy olyan Galois-bdvitése szamtesteknek (K /Q véges),
melynek Galois-csoportja nem ciklikus, akkor legfeljebb véges sok olyan p prim van K-
ban, melyet csak egyetlen L-beli prim oszt.

. (3 pont) Legyen K/Q egy olyan Galois b&vités, melynek Galois csoportja nem Abel.
[gazoljuk, hogy semelyik p prim sem marad prim Og-ban.

. (5 pont) Legyen K/Q egy tetszbleges véges bovités. Igazoljuk, hogy végtelen sok olyan
p prim van, ami Og-ban teljesen felbomlik.

. (3 pont) Legyen L/K egy véges bdvitése szamtesteknek, és legyen L < F az L test
normalis lezartja. Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket: G = Gal(F/K), H = Gal(F/L),
Gp < G a felbontési részcsoportja egy p < O feletti P << Op primnek. Létesitsiink
bijekciot a p f6lotti L-beli primek és a H\G/Gp kettés mellékosztalyok kozott. Ennek
felhasznalasaval adjunk 1j bizonyitast arra, hogy ha egy prim teljesen felbomlik egy
bévitésben, akkor teljesen felbomlik a normaélis lezartjaban is. (+3pont)

. (5 pont) Legyen L/K egy — nem feltétlentil Galois — feloldhaté p-foku bévitése szam-
testeknek, ahol p primszam (tehat L normalis lezartjanak K feletti Galois-csoportja
feloldhato). Tegyiik fel tovabba, hogy az p <« Ok primidedl nem &gazik el L-ben, és
van legaldbb ketts darab egy inerciafokii primosztoja L felett. Igazoljuk, hogy p telje-
sen felbomlik L-ben. (Segitség: Felhasznalhatjuk Galois tételét, mely szerint ha G egy
primfoka tranzitiv feloldhaté permutaciécsoport, akkor G tetszéleges egységtdl kiilon-
boz6 elemének csak legfeljebb 1 fixpontja van.)

. (4 pont) Igazoljuk, hogy minden A Abel-csoportra van olyan L/Q Galois-b6vités, melyre
Gal(L/Q) = A. (A feladat allitasa igaz tetszoleges feloldhato csoportra (ez Safarevics
tétele), de altalaban véges csoportra megoldatlan.)

. (3 pont) Legyen n egy paratlan szam. Jellemezziik Q azon méasodfoka bévitéseit, me-
lyeket Q((,,) tartalmazza.

. (3 pont) Igazoljuk, hogy minden d € Z négyzetmentes szamra van olyan n pozitiv egész

szam, melyre Q(v/d) € Q(¢,).
. (3 pont) Igazoljuk, hogy ¢ > 3 esetén Q((a) kvadratikus résztestei éppen Q(i), Q(v/2),

Q(iv2).
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A kovetkezo feladatok némileg egymasra épiilnek. A cél itt a Fermat-sejtés elst esetének
igazolasa regularis primekre.

(3 pont) Igazoljuk, hogy a

Oy =/ (:un)2
u

u = —
u
leképezés joldefinidlt és csoporthomomorfizmus, ha O,, az n-edik korosztasi test egésze-
inek gytrijét jeloli. (Az allitds egyébként minden CM-testre igaz, ahol egy F' testet
CM-testnek neveziink (CM=complex multiplication), ha F' egy teljesen képzetes (azaz
r = 0) mésodfoku bévitése egy teljesen valos (azaz s = 0) F™ testnek.)

(3 pont) Legyen p egy péaratlan primszam és jeloljiik O,r-nak a p*-adik kérosztési testet.
[gazoljuk, hogy (’);k—ben minden u elem felirhat6 u = (v alakban, ahol ¢ primitiv p*-adik
egységegyok, v € Z[¢] N R pedig valos.

Tegyiik fel, hogy p 1 xyz olyan egész szamok, melyekre aP 4 y? = zP (2 < p prim).

(141 pont) Modulo 9 vizsgalodva igazoljuk, hogy p # 3. Modulo 25 vizsgalodva igazol-
juk, hogy p # 5.
Legyen tehat mostantol p > 5 és jeloljiik (-val egy fix primitiv p-edik egységgyokat.

(1 pont) Feltehetjiik, hogy az x,y, z szamok paronként relativ primek, tovabba azt is,
hogy pta —v.

(2 pont) Igazoljuk, hogy az x+vy,x +yC(, ..., r+y(P~! szdmok paronként relativ primek
O,-ben.

(2 pont) Igazoljuk, hogy minden o € Op-re o € Z+pO, (azaz van olyan a € Z, melyre
a — o oszthato p-vel).

(2 pont) Legyen a = ag+a1{+...a, 1¢P~!, ahola; € Z (1 = 0,...,p—1) és legalabb az
egyik a; = 0. Igazoljuk, hogy ha a € nO, alkalmas n € Z egész szammal, akkor n | a;
minden ¢ = 0,...,p — 1l-re.

(2 pont) Ha egy szamtest osztélyszamat nem osztja p és egy ideal p-edik hatvanya
f6ideal, akkor az ideal maga is fGideal.

(3 pont) Tegyiik fel, hogy p nem osztja O, osztélyszamat. Lassuk be, hogy a fenti
aP 4+ yP = zP egyenletnek nincs olyan megoldasa, amire p f zyz. Segitség: alakitsuk az
egyenletet H?;é (z +y¢?) = (2)? alakba. Mindkét oldalt bontsuk O,-ben primidedlok
szorzatara. Vegyiik észre, hogy feltételek miatt x + (Jy = ujoz? alaku, ahol u; € O
egység, a; € O. Most o;-re alkalmazzuk a 15. Feladatot, u;-re pedig a 11. Feladatot,
hogy taladlhassunk egy olyan r € Z egész szamot, melyre x + (y = ("wva, ahol v € R,
a € Z. Az el6z6 egyenletet megkonjugalva kapjuk, hogy p | z + Cy — ¥z — (¥ ly. A
16. Feladat segitségével jussunk ellentmondasra.



