Algebrai Szamelmélet

5. gyakorlat
2017. marcius 17.

. (a) (2 pont) Igazoljuk, hogy egy p péaratlan prim pontosan akkor agazik el Q(\/_) ben,
ha p | d (d négyzetmentes). Tovabba pontosan akkor marad prim, ha (%

ha pedig (%) — 1, akkor felbomlik két kiilénboz6 primidedl szorzatéra.
(b) (2 pont) Mi a helyzet ha p = 27

. Bontsuk fel a 7-et és a 11-et Q(v/2) (1-+1 pont), illetve Q(c) (2+2 pont) egészeinek
gytirijében, ahol a® — a — 4 = 0 (hasznalhatjuk az egészek gytrijének leirasat).

. (3 pont) Legyen f, az n-edik eleme a Fibonacci-sorozatnak (fo =0, f1 = 1). Igazoljuk,
hogy ha p # 2,5 primszam, akkor f, = (2) (mod p).

. (2 pont) Legyenek I,J < Ok idealok és O az Ok egész lezartja az L/K szeparabilis
bévitésben. Igazoljuk, hogy [ =10, N Ok és 1| J < 10, | JOL.

. (3 pont) Mutassunk példat olyan Q < K, Ky véges bivitésekre és egy p primre, ami
teljesen elagazik a K és Ky testek mindegyikében, de a KK, kompozitumban nem.
(Segitség: Valaszthatunk kvadratikus bovitéseket is.)

. (a) (3 pont) Igazoljuk, hogy ha Ok = Z[a] alkalmas a-val, akkor egy p € Z primet
legfeljebb p darab olyan p; 9O primideal oszthat, melyre f; = 1 (azaz Ok /p; = F,).

(b) (2 pont) Igazoljuk, hogy a 3 teljesen felbomlik K = Q(+/7,v/10)-ben, azaz az (a)
rész szerint nincs olyan o € K, melyre O = Z|a/.

(¢) (3 pont) Talaljunk egy olyan 0 < N € Z egész szamot és egy alkalmas o € K
elemet, melyre Ok[1/N]| = Z[1/N][a], és bontsuk primidealok szorzatara Og-ban
az Osszes p | N primet.

. (4 pont) Legyen Q < K egy véges bévités. Igazoljuk, hogy egy p < O prim teljesen
felbomlik az (K <)L és az (K <)L’ testekben, akkor teljesen felbomlik a két test
LL' kompozitumaban is (azaz K legsziikebb olyan résztestében, ami L-et és L'-t is
tartalmazza).

. (3 pont) Legyenek Q < K < L véges bovitések és K < L < F az L/K bovités normélis
lezartja. Igazoljuk, hogy egy p <t Ok prim pontosan akkor bomlik fel teljesen L-ben, ha
teljesen felbomlik F-ben.

. (3 pont) Tgazoljuk, hogy a Q(v/—1,v/—=5)/Q(v/=5) bévités semelyik Q(v/—5)-beli prim-

ben sem &agazik el.



