Algebrai Szamelmélet

4. gyakorlat
2014. marcius 11.

. (2 pont) Legyen R és R’ egy integritasi tartoméany és 0 ¢ S C R egy multiplikativan
zart halmaz. Tegyiik fel tovabbé, hogy ¢: R — R’ egy olyan gytirithomomorfizmus,
melyre p(S) C R'™. Igazoljuk, hogy ekkor ¢ egyértelmiien kiterjed egy ¢: RS~ — R/
gytirtthomomorfizmussa.

. (3 pont) Legyen R egy integritasi tartomany és 0 ¢ S C R egy multiplikativan zart
halmaz. Igazoljuk, hogy RS~! egy lapos R-modulus, azaz a vele vett tenzorszorzat
egzakt.

. (3 pont) Legyen R egy integritasi tartomany és f: M — N egy R-homomorfizmus az
M, N R-modulusok kozott. Igazoljuk, hogy az alabbiak ekvivalensek:

(i) f injektiv (szlrjektiv);

(i1) fo: My, — N, injektiv minden p < R primidealra;

(791) fm: My — Ny injektiv minden m < R maximaélis ideélra.
Itt My =R, Qr M, My = Ry Qg M, Ny = Ry, Qg N és Ny = Ry Qr V.

. (3 pont) Legyen R integritési tartoméany és 0 ¢ S C R egy multiplikativan zart halmaz.
Igazoljuk, hogy ha RS™! egész R felett, akkor RS~! = R.

. (3 pont) (Nakayama Lemma) Legyen R egy lokélis gytird m <t R maximaélis ideallal és
M egy végesen generalt R-modulus. Igazoljuk, hogy ha egy N < M részmodulusra
M = N +mM, akkor M = N.

. (a) (4 pont) Legyen (O, m) egy lokalis noether gytird. Igazoljuk, hogy (>, mF = 0.

(b) (3 pont) Igazoljuk, hogy egy (O, m) noether lokalis integritasi tartoméany pontosan
akkor diszkrét értékelésgytrt, ha m/m? egy egydimenzios vektortér O/m felett.

(¢) (3 pont) 2. feladatsor 10-es feladat.
. (3 pont) Legyen K egy test és v: K* — 7 egy szirjektiv csoporthomomorfizmus és

legyen v(0) = oo. Tegyiik fel, hogy v(z + y) > min(v(z),v(y)). Igazoljuk, hogy O :=
{a € K |v(a) > 0} egy diszkrét értékelésgytird.

. (3 pont) Igazoljuk, hogy egy noether-féle integritasi tartoméany pontosan diszkrét érté-
kelésgytirt, ha egészre zéart és egyetlen nemnulla primideélja van.



9.

10.
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(3 pont) Legyen O egy Dedekind gytirt és k egy pozitiv egész. Minden 1 < ¢ < k-ra
legyen p; <O egy primideél, x; € K (ahol K a hanyadostest) és n; € Z. Igazoljuk, hogy
van olyan x € K, melyre vy, (z —x;) > n; (i = 1,...,k) és vy(x) > 0 minden p # p;
primre.

(3 pont) Legyen K/Q egy véges bovités, Ok az egészek gytirtje, S pedig egy Ok-beli
(nemnulla) primidealokbol allo véges halmaz és X = Spec(Ok) \ S. Igazoljuk, hogy
Cl(Og (X)) véges, tovabba O (X)* = u(K) x ZI¥H7+5=1 ahol r a valés beagyazasok,
s pedig a tisztan képzetes beagyazasok parjainak szama.

(3 pont) (Newton poligon) Legyen O diszkrét értékelésgytird K hanyadostesttel és
v: K* — Z értékeléssel. Ha f(z) = D1 a;x" egy n-edfokt K-beli egyiitthatos po-
linom, akkor f Newton-poligonja a sikon a (—i,v(a;)) racspontok alsé konvex burka
(tehat egy (—n,v(an))-et (0,v(ap))-lal Gsszekdtd konvex tordttvonal, melynek csticsai a
(—i,v(a;)) pontok koziil keriilnek ki, és alatta nincs ilyen racspont). Jeldljiik tovabba
S(f)-fel a Newton-poligon meredekségeinek a multihalmazat: azaz S(f) egy n elemi
multihalmaz, melyben minden s racionalis szam a Newton-poligon s-meredeksgt részé-
nek z-tengelyre vett vetiiletének hossza szerinti multiplicitassal szerepel. Igazoljuk, hogy
S(fg) = S(f)US(g). Specialisan ha f(x) € K[z] Newton-poligon egyetlen szakaszbol
all, melyen a két szélén kiviil nincs méas racspont, akkor f irreducibilis.



