Algebrai Szamelmélet

3. gyakorlat

2014. marcius 4.

. (3 pont) Igazoljuk a Kinai maradéktételt Dedekind gytirtikre. Tehat ha A <1 O egy ideal
az O Dedekind gytirtiben, melynek primidealok szorzatéra valo bontasa A = P/* ... P/,
akkor

t
O/A=EPo/P.
=1

. (2 pont) Igazoljuk, hogy egy I' C V récs pontosan akkor teljes, ha V/T" kompakt.

: pont) Legyenek L;(xy,...,x,) = -~ agix; (2 = 1,...,n) valos homogén linea-
2 Legyenek L ;1_1]]' 1 16s h gén lines

ris polinomok, melyekre det((a;;))i; # 0 és ci,...,¢, pozitiv valos szamok, melyekre
c1...c, > |det((a))i;]. Mutassuk meg, hogy vannak olyan my,...,m, € Z egész
szémok, melyekre L;(mq,...,m,)| <¢ (i=1,...,n).

. (242 pont) Igazoljuk, hogy a

C®u K — Kc
z@a — z-(ja)

leképezés egy gytrdizomorfizmus. Igazoljuk tovabba, hogy a megszoritasa R ®¢g K-ra
szintén izomorfizmus K ®g R és Kr kozott.

. (1 pont darabja) Igazoljuk, hogy Q azon masodfokt bévitéseiben, melyeknek diszkrimi-
nénsa rendre 5,8,11, —3, —4, —7, -8, —11, igaz az elemekre a szidmelmélet alaptétele.

. (a) (4 pont) Egy 0 < t valos szamra legyen X, := {z € Kg | >__|2,| < t}. Igazoljuk,
hogy vol(X;) = 2" m*L,.

(b) (4 pont) Igazoljuk, hogy ha |K/Q| = n, akkor |dg|V/? > Z: (%)n/Q' (Segitség:
Valasszuk meg t-t ugy, hogy vol(X;) > 2"vol(I") teljesiiljon, ahol I' = j(Ok) C Kg.
Alkalmazzuk a szamtani-mértani kozép kozti egyenlStlenséget a |7(«v)| szamokra,
ahol 0 # a € Ok a Minkowski-féle racsponttétel alapjan garantalt elem, melyre
J(a) € X;. Majd vegyiik észre, hogy 1 < [Ng/g(a)l.)

(¢) (1 pont) Igazoljuk, hogy ha a |K : Q| fokszam tart végtelenhez, akkor a dy diszk-
riminans is. Tovabba ha n > 1 (azaz K # Q), akkor dx > 1.

. (a) (3 pont) Legyen A <t Ok egy olyan ideal, melynek rendje m az osztélycsoportban
(azaz A™ = («) f6ideél). Bizonyitsuk be, hogy AO, = (B), ahol L = K () és
gm = a.



(b)

(1 pont) Igazoljuk, hogy minden K/Q véges bdvitéshez van olyan L/ K véges bvités,
melyben minden Og-beli idedl f6idealla valik.

(2 pont) Igazoljuk, hogy az algebrai egészek Q) gytirije egy Bézout-gyiri, azaz
minden végesen generalt idealja féideal (és integritasi tartomany, de persze nem
noether).

3 pont) Igazoljuk, hogy Bézout-gytiri felett minden végesen generalt torzidmentes
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modulus szabad.

2 pont) Igazoljuk, ho * C[[z'/"]] Bézout gyfirti.

(2p gazol] gy Une gy

(3 pont) Egy 0 < r < 1 valés szamra legyen R, az {z € C | r < |z| < 1} kérgytirtn
komplex differencialhaté fiiggvények gytirtje. Igazoljuk, hogy |J,., R, egy Bézout-
gyurd.

9. Az alabbi feladatban a Minkowski-elmélet multiplikativ verzioja segitségével adjuk meg
az OF egységesoport mint Abel-csoport rangjat.

(a)

(b)

(3 pont) Legyen K& = [[, C* a K¢ gytrid multiplikativ csoportja, tovabba N: K& —
C* az a csoporthomomorfizmus, melyet a koordinatak szorzataval értelmeziink. To-
vabba definialjuk a [ := log| - |: K& — []. R homomorfizmust koordinatanként.
Igazoljuk, hogy l o j: Ox — [, R magja éppen az O torziérészcsoportja, azaz a
K-ban levé egységgyokok pu(K) csoportja.

(2 pont) Igazoljuk, hogy ha a € Oy, akkor [ o j(«a)-t fixalja a komplex konjugé-
las [[, R-en (ezen a komplex konjugélas csak a 7-kat permutélja). Mutassuk meg
tovabbéa, hogy [ o j(«) koordinatainak Gsszege 0.

(¢) (5 pont) Igazoljuk, hogy [ o j(Oj) egy teljes racs a H altérben, ahol

H:{xTEHR|ZmT:(]ésxak:mﬁ(kzl,...,s)}.

Specialisan O = u(K) x Z™ ! (mint Abel-csoport).



