K-homomorfizmusok, szeparébilis bévitések, Galois-elmélet

Az alabbi jegyzetben bizonyitas nélkiil felhasznaljuk, hogy minden K testnek létezik K
algebrai lezartja. Val6jaban annyi is elég, hogy minden test bedgyazhato algebrailag zart
testbe. Ez nem fedi le teljesen az el6adas anyagét, mert azokat a részeket, melyek megegyeznek
a [I]-beli felépitéssel, kihagytam.

1. K-homomorfizmusok, szeparabilis b&vitések

1.1. Definicidé. Legyen K egy test, és K < L, illetve K < L két bovitése K-nak. Fkkor
K -feletti relativ homomorfizmusnak (réviden K-homomorfizmusnak) neveziink egy 7: L — M
testhomomorfizmust, melyre 1x = idg. Egy ilyen K-homomorfizmust testbovitések izomor-
fizmusdnak neveziink, ha bijektiv.

Megjegyzés: a testhomomorfizmus megtartja a testnek a 0-valtozos miiveleteit (konstansok
kijelolése) is, azaz 7(1) = 1 mindig. Specialisan minden 7 testhomomorfizmus injektiv, hiszen
1 ¢ Ker(7) < Ly egy idedl, és Li-nek csak két idedlja van: {0} és L;.

1.2. Példa. 1. Homg(C,C) = {id,}.
2. [Homg(Q(W3, V3| = 2
5. [Homg(Q(V2, V3)| = 1, de [Homg(Q(¥2),C)| = 3.
Megjegyzés: Homg (Lq, Ly) csak egy halmaz, mindenféle extra struktira nélkiil.

1.3. Lemma. Legyen 7 € Homg (L, L) egy K-homomorfizmus, o € Ly, f(x) € K[x]. Ekkor
T(f(@) = f(7(a)).

Bizonyitds. Legyen f(x) = ag + a1z + ... a,z", ekkor 7(f(«)) = 7(ap + a1 + - - - + a,a™) =
7(ao) + 7(a)7(@) + - -+ + 7(an)7()") = a0 + ar7(@) + - - + an7()" = f(7()), hiszen 7 egy
testhomomorfizmus és a K elemein identikus. ]

A kovetkezo allitas, és annak egy késébbi altalanositésa kulcsfontosségi a felépitésiinkben.
Ez lényegében a 6.4.7-es allitas [I]-ben.

1.4. Allitas. Legyen K < K(a) és K < L két bovités, a algebrai K felett, my(z) € K[z] a
manimalpolinomga. Ekkor a

Homg (K (), L) — {B € L: my(B) =0}

7 — 7(a)
leképezés egy bijekcio. Specidlisan [Homp (K (a), L)| < deg(m,) = |K(a) : K.

Bizonyitds. A fenti Lemma miatt minden 7 € Hompg (K (), L)-re 7(a) gyoke mq(x)-nek,
tehat tényleg értelmes a leképezés. Azt kell belatnunk, hogy injektiv és sziirjektiv:

Injektivitas: K (a) minden eleme elgall g(«) alakban, ahol g(x) € K[z] polinom. Ha
71(a) = (), akkor a fenti Lemma miatt 7 (g(a)) = g(m1 () = g(m2(a)) = m(g(w)), tehat
T = T2.
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Sziirjektivitas: Legyen 5 € L olyan, amire m,(3) = 0. Vegyiik észre, hogy K(«)
Klz]/(ma(z)). A [ behelyettesitése egy ¢s: Klz] — L (f(x) — f(5)) homomorfizmust
ad. Mivel m,(8) = 0, ezért my(x) € Ker(pg). Tovabba (m,(z)) egy maximalis ideal K[z]-
ben (és 1 ¢ Ker(ggp)), tehat (my(z)) = Ker(¢s). A homomorfizmustétel szerint Im(pg) =
K[z]/(ma(z)) = K(a), és ennél az izomorfizmusnal 5 € Im(pg) éppen = + (mq(x)) €
K[z]/(ma(z))-nek, ésigy a € K(«)-nak felel meg, tehat kapunk egy olyan K-homomorfizmust
K(a)-bol Im(pg) < Li-be, aminél a képe éppen f3. O

1.5. Definicié. Egy a(€ M > K) algebrai elem egy K < L bévitésbeli K -feletti konjugdltja-
inak azokat a B € L elemeket nevezziik, melyek gyokei o minimdlpolinomjdnak. Ezek a fenti
tétel szerint nem mdsok, mint « lehetséges képei a 7 € Homg (K («v), L) homomorfizmusokndl.

1.6. Definicid. Legyen K eqy test, K < L egy bévebb test. FEgy o € L algebrai elemet
szepardbilisnak neveziink (K felett), ha K feletti m, minimdlpolinomjinak nincs tobbszoros
gyoke.

1.7. Allitas. Egy o € K elem pontosan akkor szepardbilis K felett, ha [Homg (K (a), K)| =
|K(a) : K.

Bizonyitds. Trivilis az es Allitasbol: m,-nak pontosan akkor van deg(m,) darab kiilon-
b6z gyoke K-ban, ha nincs tobbszoros gyoke. O

Megjegyzés: « szeparébilitdsdhoz elég, ha van olyan 0 # f(x) € K[z] polinom, aminek
nincs tobbszoros gyoke és f(a) = 0. Valoban, ekkor m,, | f-nek sincs t6bbszoros gyoke.

1.8. Kovetkezmény. K < L < M testek, o € M szepardbilis K felett = L felett is.

Bizonyitds. A fenti megjegyzést alkalmazzuk. A K feletti minimalpolinomnak nincs to6bbszo-
r0s gyoke, és a gyoke. O]

A kovetkezs allitas az [L4les Allitasnak az altalanositésa. Ez lényegében a 6.4.8-as tétel
[1]-ben.

1.9. Allitas. Legyenek K < L < L(a) és K < M testbovitések, ahol o algebrai L folott.
Legyen me(x) € L[z] az o minimdlpolinomja L felett. Ekkor minden 7 € Homg (L, M)-re a

{p € Homg(L(a), M) | pp =1} — {B€ M:7(ma)(B) =0}
p — pla)

leképezés eqy bijekcio. Itt T(mgy)(x) € T(L)[z] < M[z] az a polinom, amelyet gy kapunk,
hogy my, egyiitthatoira raalkalmazzuk 7-t.

Bizonyitds. A bizonyitas teljesen analog az es Allitas bizonyitasahoz. ElGszor azt latjuk
be, hogy p(a) valéban gyoke 7(mg)-nak. Ehhez legyen m,(x) = ag + a1z + ... 2" és al-
kalmazzuk p-t az my(a) = 0 azonossagra: 0 = p(ag + --- + &™) = p(ag) + -+ + p(a)" =
T(ap) + -+ - + p(a)™ = 7(mq)(p(a)), hiszen p(a;) = 7(a;) mivel a; € L és p, = T.

Injektivitas: ha pyjp = 7 = pyir és p1(a) = pa(a), akkor p; és p; megegyeznek L(a)-n is.

Sziirjektivitas: vegyiik észre, hogy 7(m,) € 7(L)[z] is irreducibilis polinom, hiszen a
7: L[z] — 7(L)|x] egy izomorfizmus. Tehat ha 3 gyoke 7(m,)-nak, akkor ez is a miniméalpoli-
nomja. Igy a kivant p leképezés nem mas, mint p := pgorop; !, ahol pg: 7(L)[z]/(T(ma) (7)) —
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7(L)(8) < M homomorfizmus, amit a [ behelyettesitése indukal, ¢, : L{z]|/(m.(z)) — L(a)
izomorfizmus, amit az a behelyettesitése indukal, 7 pediga 7: L[z }/( o(2)) = 7(D)[z]/(T(my)(x))
izomorfizmus. [

1.10. Kévetkezmény. Legyenck K < L és K < M bévitések. Ekkor |Homy (L, M)| < |L :
K]|.

Bizonyitds. Ha |L : K| = oo, akkor az allitas iires. Egyébként legyen d = |L : K| és
L = K(ay,...,a,). Indukcidval bizonyitunk n-szerint. n = 1l-re az allitas az es Allitas
specialis esete. Legyen n > 1 és Ly = K(ay,...,a,-1). Ekkor az indukcios feltevés miatt
tetszbleges p € Homg (L, M )-re p megszoritasa Lo-ra legfeljebb |Lg : K|-féle lehet. Tovabba
adott 7 = pjr,-ra aas Allitas miatt p csak |L(«) : L|-féle lehet. Az allitas a fokszamtételbsl
kovetkezik. O

1.11. Ko6vetkezmény. Legyen K < L, és a € L szepardbilis. Ekkor K(«) minden eleme
szepardbilis.

Bizonyitds. Legyen 5 € K(a). Ekkor a szeparabilis K(3) folott is az as Kovetkez-
mény miatt. Tehat adott 7 € Homg (K (3), K)-ra 7 éppen |K(a) : K(3)|-féleképpen ter-
jed ki p: K(a) — K K-homomorfizmussd. FEzért |K(a) : K| = |[Homg(K(a),K)| =
Homg (K (B),K)| - |[K(a) : K(B)|. Az allitds egyszerti osztéassal kovetkezik a fokszamté-
telbdl. O

1.12. Definicié. Egy (véges) L/K bovités szepardbilis, ha L minden eleme szepardbilis K
felett.

Tehat a fenti kovetkezmény szerint o pontosan akkor szeparabilis K felett, ha a K(«)/K
bévités szeparabilis.

1.13. Allitas. Az L/K véges bovités pontosan akkor szepardbilis, ha |Homg (L, K)| = |L : K|.

Bizonyitds. Ha |Homg (L, K)| = |L : K| és a € L, akkor adott 7 € Homg (K (a), K)-ra
T a es Kovetkezmény miatt legfeljebb |L : K(«)|-féleképpen terjed ki L — K K-
homomorfizmussa. Mivel [Homg (L, K)| = |L : K|, ezért legalabb |L : K|/|L : K(a)| =
|K(a) : K| darab ilyen 7-nak kell lennie, tehat az allitas kovetkezik az es Allitasbol.
Visszafelé, ha L/ K szeparébilis, akkor L = K(ay, ..., a,), ahol az a;-k szeparébilisek K fe-
lett. Han = 1, akkor az &llitas kovetkezik az es Allitasbol. Legyen Lo = K(ay, ..., 1)
Indukci6val (n szerint) feltehetjiik, hogy |[Hompg (Lo, K)| = |Lg : K|. Jeldljiik my, ()-szel oy,
Ly feletti miniméalpolinomjat, és legyen 7 € Homg (Lo, K) tetszSleges. Mivel a,, szeparabilis
(K folott a feltevés szerint, igy Lo folott is az as Kovetkezmény miatt), és K algebrailag
zart, ezért 7(my,, )(z)-nek pontosan deg(7(m,,)) = deg(m,,) = |L : Lo| darab gydke van
K-ban. Tehét az es Allitas szerint 7 pontosan |L : Lg|-féleképpen terjed ki p: L — K
K-homomorfizmussa. Igy [Homg (L, K)| = |L : Lo|[Homg (Lo, K)| = |L : Lo| - |Lo : K| = |L :
K. O

1.14. Allitas. Legyen K < L < M wvéges bévitések eqy linca. M/K akkor és csak akkor
szepardbilis, ha L/K és M/L szepardbilis. Specidlisan ha K < M tetszdleges bovités, akkor
M azon elemei, melyek szepardbilisek K felett, résztestet alkotnak.



Bizonyitds. El6szor belatjuk, hogy ha M/L és L/K szeparabilis, akkor M/K is az. Ehhez
legyen 3 € M tetszéleges, és mg(z) € L[] a minimélpolinomja. Ekkor az es Allitas miatt
minden 7 € Homg (L, K) pontosan annyiféleképpen terjed ki L(3)-ra, ahany gydke van 7(mg)-
nak K-ban. Mivel M/ L szeparabilis, ezért mg-nak nincsenek t&bbszoros gydkei, igy 7(mg)-nak
sincsenek. Tehéat 7(mg)-nak pontosan deg(7(mg)) = deg(mg) = |L(B) : L| darab gySke van
K-ban. Igy [Homg (L(8), K)| = |L(B) : L| - [Homg (L, K)| = |[L(B) : L| - |L : K| = |L(B) : K],
hiszen L/K szeparabilis.

Visszafelé ha M /K szeparabilis, akkor az es Kovetkezmény szerint [Homg (L, K)| <
|L: K|, és [Homy(M,L)| < |M : L|. Feltehetjuk hogy L < K, és azt is, hogy L = K. Viszont
adott (fix) 7 € Homg (L, K)-ra L-et azonosithatjuk 7(L)-lel, tehat T pontosan annyiféleképpen
terjed ki egy p: M — K K-homomorfizmussa, amennyi eleme van Homp (M, L)-nak. Azt
kaptuk, hogy |M : K| = |[Homg (M, K)| = |HomK(L K)| [Homp, (M, L) <I|L:K|-|M: L[ =
|M : K|, azaz végig egyenl6ség van. Specialisan [Homg (L, K)| = |L : K| és [Homg (M, L)| =
|M : L|, méasszoval mindketts szeparabilis.

A masik allitashoz legyen «, 5 € M szeparabilis K folott. Ekkor K (a)(() is szeparabilis
az els6 allitas szerint K f6lott. Tehat minden eleme szeparabilis, specidlisan o + (3, af és
B # 0 esetén o/ is. H

A kovetkezo tétel a [I] 6.3.8-as (és a 6.3.11-es) tétel altalanositésa.

1.15. Tétel. Minden véges szepardbilis bovités egyszerd, azaz minden L/K véges szepardbilis
bovitésre van olyan o € L, melyre L = K(a).

Bizonyitds. Az allitast csak akkor bizonyitjuk, ha K végtelen. Ha K véges és a € L* a
multiplikativ csoportnak egy generatoreleme, akkor L = K(a).

Legyen L = K(oi,...,ap), |L : K| = d és Homg(L,K) = {r,...,74} (Isd. as
Allitas). Ha taldlunk olyan a € L-et, melyre a 7, (a), ..., 74(a) € K elemek mind kiilonbozdk,
akkor készen vagyunk: Valoban, ha m,(z) € K|[z]-szel jeloljiik o« minimélpolinomjat, akkor
T1(), ..., 74(a) mind gydke m,-nak, specidlisan |K(«) : K| = deg(m,) > d = |L : K|, igy
L = K(«), hiszen K(a) < L.

Az a-t a = Y7 | ;" alakban keressiik, ahol 3 € K. Legyen f(z) = > aua’ € L[z]
polinom. Ha 1 < j # k < d, akkor nem lehet, hogy minden i = 1,...,n-re 7;(c;) = 7 (),
hiszen akkor 7; és 71, az a;-k altal generalt testen, azaz L-en is megegyezne, holott kiilonbozok.
Tehat a 7;(f)(x) = Y1, 7j(ew)2' € K|[z] polinomok (j = 1,...,d) paronként kiilsnbozék. Ez
azt jelenti, hogy a P(z) == [« p<a(mi(f) (@) — 7(f) (7)) € Kx] polinom nem a 0 polinom.
Mivel K végtelen, ezért van olyan [ € K, ami nem gyoke P(x)-nek. Tehét

7 (f(B) = 7 (Z aﬂ) =Y m(a)B = 1(H)B) # m())B) = (f(B) (G #k)

i=1 =1

(hiszen 8 € K miatt 7;(8) = 8 = 1(0)), igy az o := f(3) valasztas megfelel. O

2. Galois-bdvitések

2.1. Definicio. Legyen L/K wvéges bévités. Gal(L/K) := Homg(L,L) a bévités Galois-
csoportja, azaz a relativ automorfizmusok csoportja.



Vegyiik észre, hogy Gal(L/K) valéban csoport a kompoziciora nézve. A kompoziciora vald
zartsag és az asszociativitas nyilvanvalo, az identités az egységelem. Inverz azért létezik, mert
minden 7 € Homg (L, L) szlirjektiv is (nemcsak injektiv), hiszen L végesdimenzios vektortér
K felett. Konnyti szamolas mutatja, hogy 77! is mtivelettarto, tehat eleme Hompg (L, L)-nek.

2.2. Allitas. A fenti definici akkor is értelmes, ha L/K nem feltétleniil véges, de algebrai
bovités.

Bizonyitds. Azt kell belatnunk, hogy minden 7: L — L K-homomorfizmus sziirjektiv (a fenti
érvelésben csak itt hasznéaltuk L/K végességét). Vegyiink egy o € L-et és legyen m,(z) €
K[z] a minimélpolinomja. Ennek véges sok gyoke lehet csak L-ben: {av = oy, ..., }. Ekkor
minden ¢ € {1,...,n}-re 7(q;) is gydke my-nak az[l.3tas Lemma miatt. Tehat 7 permutalja
az {a = aq,...,a,} véges halmazt (hiszen injektiv), igy a is benne van a képében. O

Megjegyzés: Ha K < L < K (mivel L-nek is van algebrai lezértja, ezt minden tovabbi
nélkiil feltehetjiik), akkor minden Gal(L/K) = Homg(L, L)-beli elemet tekinthetiink K-ba
mend homomorfizmusnak is. Tehat |Gal(L/K)| < |Homg (L, K)| < |L : K| mindig teljesiil.

2.3. Definicio. Az L/K véges bovitésrdl azt mondjuk, hogy Galois-bévités, ha |Gal(L/K)| =
|L : K|. (Bizonyos forrdsokban a Gal(L/K) csoportot csak akkor hivjik Galois-csoportnak,
ha az L] K bévités Galois.)

2.4. Allitas. Minden Galois-bévités szepardbilis, specidlisan eqyszerd.

Bizonyitds. Valoban, a fenti megjegyzés miatt ha L/K Galois, akkor |Homg (L, K)| is egyenls
|L : K|-val. m

2.5. Allitas. Legyen K < L(< K) eqy véges szepardbilis bovités. A kovetkezdk ekvivalensek:
(i) L/K Galois.

(i4) Minden 7: L — K K-homomorfizmusra (L) = L. (Ha nem tessziik fel, hogy L eleve
részteste K-nak, akkor azt kell mondani, hogy minden T-nak ugyanaz a képtere.)

(iii) Minden o € L-re o dsszes K-beli K folétti konjugdltja L-ben van. (Azaz az my(z) €
K [x] minimadlpolinom L felett gyoktényezdk szorzatdra bomlik.)

(iv) L =K(ay,...,a,) és minden o; minden K-beli K -feletti konjugdtlja L-ben van.

Bizonyitds. (i) <= (ii), hiszen L < K miatt minden 7 € Homg (L, L) tekinthets L — K
K-homomorfizmusnak is.

(i) = (iii): Legyen 8 € K az a egyik konjugaltja. Ekkor az es Allitas miatt van
olyan 7 € Homg (K (o), K), melyre 7(a) = 3. Tovabba (mivel L/K(a) is szeparabilis) van
olyan o € L, melyre L = K(a)(c/). Az es Allitas szerint igy 7 kiterjed egy p: L — K
K-homomorfizmussa, melyre p(a) = 7(«a) = 3. (ii) szerint viszont p(L) = L, azaz [ € L.

(13i) = (dv) trividlis. (iv) = (¢4): Minden o € L-re van olyan f € K|zy,...,x,] polinom,
melyre a = f(aq,...,a,), tehat 7(a) = 7(f(aq,...,0n)) = f(T(a1),...,7(ay)) € L. Tehat
7(L) < L, és mivel dimg 7(L) = dimg L, ezért 7(L) = L.

[



2.6. Példa. (a) C/R Galois.
(b) Q(\/i)/@ Galois.
(c) Q(v/2)/Q nem Galois.

(d) Q(v2)/Q(v?2) és Q(+v/2)/Q Galois, de Q(v/2)/Q mégsem Galois.

2.7. Definici6. Legyen f(x) € K[x] polinom, legyenek f gyokei K-ban {ay,...,on}. Ekkor
a K= K(aq,...,0,)(< K) testet f K feletti felbontdsi testének nevezziik.

2.8. Példa. 1. 2% — 2 felbontdsi teste Q folott Q(v/2).

2. a2 —2 felbontdsi teste Q folott Q(¥/2, v/2e, v/2?) = Q(¥/2,¢€), ahol € primitiv harmadik
eqyséqqyok.

3. Ha K(a)/K Galois, akkor K(«) az a minimdlpolinomjdnak felbontdsi teste.

2.9. Kovetkezmény. Ha f szepardbilis polinom (azaz nincs tobbszords gyoke), akkor K¢/ K
Galois. Specidlisan minden véges szepardabilis bovités beagyazhato eqy véges Galois-bovitésbe.

Bizonyitds. Mivel f szeparabilis, ezért Ky = K(oy,...,,) szeparabilis K felett, tehat al-
kalmazhatjuk a 6s Allitast, melynek (iv)-es feltétele trivialisan teljesiil. Tovabba ha L/K
véges szeparabilis, akkor az és Tétel szerint L = K («) valamilyen « € L-re, és o minimal-
polinomjanak felbontési teste tartalmazza L-et (vagy legaldbbis egy L-lel izomorf résztestet,
ha nem tettiik fel, hogy L < K). O

2.10. Lemma. Legyen F/K tetszdleges szepardbilis bovités és G := Gal(F/K).
(1) Ho K < L < F kozbiilsd test, akkor Gal(F/L) < G.

(ii) Ha H < G, akkor F! :={a € F | 7(a) = aV1 € H} egy K-t tartalmazd résztest F-ben.
(Definicié: a H fixteste F.) Tovdbbd K < F¢ < FH < F és H < Gal(F/F*).

Bizonyitds. Mindkettd trivialis: (i)-nél Gal(F/L) éppen azon F — F automorfizmusokbol
all, amiknek L-re valdé megszoritdsa az identitas, specialisan a K-ra valé megszoritasa is az.
(ii)-nél pedig azt kell ellendrizni, hogy ha a,3 € FH, akkor a + 3, a3 és 8 # 0 esetén
a/fB is benne van FH-ban. Ez kozvetleniil latszik a definiciobol, hiszen H minden eleme
testhomomorfizmus. A tovabbi két tartalmazas nyilvanvalo. O]

2.11. Allitas. Legyen F = K(a), ahol o algebrai K felett.
(i) Ha F/K Galois és G = Gal(F/K), akkor F© = K.

(ii) Ha F¢ = K wvalamilyen G < Gal(F/K) részcsoportra, akkor F/K Galois és G =
Gal(F/K).
Bizonyitds. (i): Nyilvin K < F¢ < F, és G < Gal(F/F®) miatt |G| < |Gal(F/F%)| < |F :
FC <|F: K| = |G|, tehat mindeniitt egyenléség all.
(4i): Legyen m, az a minimélpolinomja és definidljuk az fo(z) := [[,cn(z —7()) € Flx]
polinomot. Ekkor ha o € G, akkor o(f,)(z) = [[,cq(z — o7(a)) = [, ca(r — 7(a)) = fal2),
hiszen ha 7 végigfut G Osszes elemén, akkor o7 is végigfut ugyanezeken az elemeken. Tehét

6



az fq(r) polinom egyiitthatoit minden o € G fixélja, azaz f,(z) € FYz] = K|z]. Nyilvan
fala) = 0, ezért my, | fo. Specidlisan |F : K| = deg(m,) < deg(f,) = |G| < |Gal(F/K)| <
|F' : K|, ezért mindenhol egyenlGség van, azaz G = Gal(F/K) és |Gal(F/K)| = |F : K|,
méasszoval F/K Galois. O

2.12. Tétel (Galois-elmélet f6tétele). Legyen F'/K egy véges Galois-bovités G = Gal(F/K)
Galois-csoporttal. Ekkor a

{K < L < F kozbilsétestek} «— {H < G részcsoportok}
v: L +— Gal(F/L)
FH i H:y

leképezések egymds inverzei (specidlisan mindkettd bijekcio). Tovdbbda ha L < H a fenti
megfeleltetésben, akkor |F : L| = |H| (azaz F/L is Galois) és |L : K| = |G : H|.

Bizonyitds. El6szor belatjuk, hogy tetszdleges L kozbiilsGtestre F'/ L egy Galois-b6vités. Mivel
F/K Galois, ezért szeparabilis is, igy az[L.15}6s Tétel szerint F' = K (a) valamilyen o € F-re.
A ijs Allitas (i4i) része szerint o K feletti mq () € K[z] minimalpolinomja gydktényezsk
szorzatara bomlik F' felett. Viszont o L f616tti f, minimalpolinomja nyilvan osztdja m,-nak,
ezért az is gyoktényezdk szorzatara bomlik L felett, tehat a Allitas (iv) része miatt F/L
is Galois-bgvités. (Vegyiik észre, hogy F'/L szeparabilis az as Kovetkezmény szerint és ez
kell ahhoz, hogy ahés Allitast alkalmazhassuk.)

Ha mar tudjuk, hogy F/L Galois, akkor legyen H := Gal(F/L). AR.11|(i) szerint L = F7,
tehat ¢ o =id.

Megforditva legyen H < G tetszdleges, és legyen L = FH. Ekkor (zz) szerint F'/L
Galois-bovités és H = Gal(F/L), azaz ¢ o ¢ = id. Tehat ¢ és ¢ egymas kétoldali inverzei.
Az |L: K| = |G : H| allitas kovetkezik a fokszamtételbsl. O
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