Norma és nyom, a normal bazis tétel

Az alabbi jegyzetbdl nem minden bizonyitas szerepelt el6adason. Természetesen ezeket a
bizonyitédsokat nem kell tudni a vizsgara. Az anyag nagy része megtalalhaté Pelikan Jozsef
internetes Algebra jegyzetében [I] is.

Legyen L/K egy véges testbovités, és a € L. Ekkor az

So: L — L
g = ap
egy K-linearis leképezés.

1. Definici6. Az a nyomdt a Trp k(o) := Tr(sa), az a normdjdt pedig a Ny k(a) := det(sq)
képlettel definidljuk.

Vegyiik észre, hogy Np x: L* — K™ egy csoporthomomorfizmus, Try/x: L — K pedig
egy K-lineéris leképezés. Tovabba ha o € K C L, akkor Try k(o) = na és Np/k(o) = o™,
ahol n = |L : K|, hiszen ekkor s, egy skalarmatrix.

2. Lemma. (i) Ha L = K(«) egyszert bbvités, és my(r) = 2"+ ap_12" 1+ - - +ag, akkor
Tr k(o) = —an—1 és Npjk(a) = (—=1)"ao.

(it) Ha K < L < M wéges bovitések, akkor Trp o Trayr = Trax.

Bizonyitds. (i) Vegyiik észre, hogy ebben az esetben 1, ..., a" ! bazis, melyben s, matrixa
0 -+ -+ 0 —ag
] :
0o .. .. : , melynek nyoma —a,,_1, determinansa pedig (—1)"ay.
: . -0
0 -+ 0 1 —a,

(11) Legyen 3 = (B4, ..., Bn) az L/ K bovités, v = (71, . . ., ¥m) pedig az M/ L bovités bazisa
és a € M. Specidlisan 5y = (6;7j)1<i<n1<j<m az M/K bévités egy bazisa. Jeloljik a;;-vel
az a-val val6 szorzas matrixdban az i-edik sor j-edik elemét a v béazisban. Ekkor s, métrixa

A o A
a (0 bazisban a S : blokkmatrix, ahol Ag; az a;-vel valo szorzas métrixa 3
Ay o A
bazisban. (Valoban, ay,; definicidja szerint ary; = > - agive, ezért a0 = > e (ki) W,
és ay;0; pedig az Ay; matrix j-edik oszlopanak és a (1, ..., 3,) vektornak a skalaris szorzata
az Ap; definicioja miatt.) Tehat

m

Trarc(a) = Tr(Aw) =Y Trpu(am) = Tro(d am) = Troy o Trayn(e) -
k=1 k=1 k=1

]

3. Megjegyzés. A normdra is igaz a Npjx o Ny, = Nk 0sszefiiggés, de erre most nincs
sziikségiink, ezért nem bizonyitjuk.



4. Allitas. Ha L/K nem szepardbilis, akkor Try k. azonosan 0.

Bizonyitds. Legyen char(K) =p > 0, és a € L egy inszeparabilis elem. Ekkor o minimalpo-
linomja mq(x) = g(a?) alakba irhaté valamilyen g(x) € K|[z| irreducibilis polinomra. Ekkor
K < K(a?) £ K(a) < L, ahol a K(«)/K(a?) egy p-edfoku (tisztéan) inszeparabilis bévités
(|K(«) : K(a?)| = p a fokszamtételbdl kovetkezik, hiszen a? minimélpolinomja g(x), az in-
szeparabilitas pedig abbol, hogy o p-edik hatvanya benne van K (a®)-ben). A [2f(ii)-es Lemma
szerint elég belatni, hogy Tri(a)/k@r) = 0. Node o (i = 1,...,p — 1) minimalpolinomja
ebben a bévitésben 2P — o', hiszen ez egy p-ed-fokt K (aP)[z]-beli polinom, aminek o gydke,
és o' ¢ K(aP), mivel egyébként « is benne lenne ebben a testben, ugyanis kifejezhets o és o
egész kitevds hatvanyainak szorzataként. Tehat a(i)—es Lemma szerint Trg(q), K(ap)(ai) =0
minden 1 < i@ < p — l-re, s6t, Trg(a)/k@r) (1) = |K(a) : K(a?)]-1 =p-1 = 0. Vagyis a
Tr i (a)/K (ar) linedris leképezés eltiinik egy bazison, azaz azonosan 0. [

5. Lemma (Dedekind). Legyen L/K wvéges szepardbilis bovités. Ekkor HomK(L,K) elemei
linedrisan figgetlenek K felett. (Azaz ha {m,..., 7} =Homg(L,K), a1, ...,a, € K, melyre
2?21 a;7;: L — K az azonosan 0 K-linedris leképezés, akkor a; = -+ =a, =0.)

Bizonyitds. Legyen ay, ..., a, € K. Tegyiik fel, hogy >°" | a;7;(c) = 0 minden o € L-re. Az
a;-k kozti nem 0 elemek szama szerinti indukciéval belatjuk, hogy ay = --- = a, = 0. Ha csak
1 darab # 0 van az a;-k kozott, akkor készen vagyunk, hiszen egyik 7; sem azonosan 0. Tegyiik
fel most, hogy a; # 0 # ay. Mivel 7y # Ty, ezért van olyan 3 € L, melyre 71(3) # 72(3). Ekkor
ay ;a;7;(o) = 0 egyenletet 7 (3)-val megszorozva, es levonva a ) -, a;7;(8a) = 0 egyenletbdl a
Yoy ai(ri(B)—711(6))T(a) = 0 egyenletet kapjuk, melyben az indukciés feltevés miatt minden
tag 0. Specialisan ay = 0, ami ellentmondaés. n

6. Allitas. Legyen L/K szepardbilis bovités, és Homy (L, K) = {m, ..., 7,}. Ekkor Trp i(a) =
2imaTila), €s Nipy(a) = [Tz ().

Bizonyitds. Legyen f3,..., 3, bazis L/K-ban (vegyiik észre, hogy ez ugyanaz az n, hiszen

feltettiik, hogy L/K szeparabilis). Ekkor S := (7;(/;))i; egy invertalhaté n x n-es matrix,

hiszen az oszlopai linearisan fiiggetlenek a Dedekind Lemma miatt. Legyen A = (agj)x; €

nxn A 4 443 &7l _ n A :
K az a-val valo s, szorzés matrixa a 1, ..., 3, bazisban, azaz a3; = > ;_, Bray ;. Utobbi
egyenletre rdalkalmazva a 7; K-homomorfizmust a

n n

i(@)m(8) = Y m(Bo)milar) = Y T Be)ar

k=1 k=1
egyenletet kapjuk, hiszen a;; € K. Ez pont azt jelenti, hogy
T1 (Od)
S=S5A,
Tn(@)

azaz Trp (o) = Tr(A) = Y- mi(a) és Npjg(a) = det(A) = [[;-; 7i(a), hiszen S invertal-
hato. [

7. Kévetkezmény. Az L/K wvéges bovités pontosan akkor szepardbilis, ha Trp x nem azono-
san 0.



Bizonyitis. Ha L/K nem szeparabilis, akkor ez a es Allitas, ha pedig L/K szeparabilis,
akkor a@os Allitasbol kovetkezik, mivel Try, /K = Z?Zl 7; nem azonosan 0 a Dedekind Lemma
szerint, hiszen ez egy nemtrivialis linearis kombinécidja a 7; K-homomorfizmusoknak. ]

8. Tétel (Hilbert 90). Tegyiik fel, hogy L/K egy olyan Galois-bévités, melyre Gal(L/K) =
(o) =2 Z, ciklikus (o-val, mint generdtorral) és a € L egy 1-normdju elem. Ekkor van olyan

0# [ € L elem, melyre o = 3/o(3).

Megjegyzés: vegyiik észre, hogy a megforditas trivialis, hiszen § és o(f) normaja meg-
egyezik.

Bizonyitds. A Dedekind Lemma miatt idy, o,..., 0" ! linearisan fiiggetlenek, ezért van olyan
v € L, melyre

B :=1id.(7) + ao(y) + ac()o®(y) + - + ac(a)...c" *(a)o" 1 (y) £ 0 .
Konnyt szamolas mutatja, hogy ekkor ao () = . ]

9. Kévetkezmény. Ha p,, C K és L/ K olyan Galois-bovités, melyre Gal(L/K) = Z,,, akkor
L = K(B) alkalmas 8 € L elemmel, melynek minimdlpolinomja "™ — b alaki.

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy ha ¢ egy primitiv n-edik egységgyok, akkor ¢ € K miatt
Np/k(g) = €® = 1. Tehat Hilbert 90-es tétele szerint van olyan 0 # 3 € L, melyre 3/0(3) = «.
Ekkor o?(8) = e, azaz  minimalpolinomja mg(z) = [[/2y (z — ') = 2" — " € K|z]
(hiszen ¢*(8) mind kiilénb6z6), azaz b = 3" € K. O

10. Tétel (Normaél bézis-). Legyen L/ K eqy véges Galois-bévités és G := Gal(L/K). Ekkor
van olyan B € L, melyre a {o(B) | o € G} halmaz K-linedrisan figgetlen, tehdt L eqy K
feletti bazisat alkotja. Eqy ilyen bdzist L/ K normél bazisdnak nevezink.

Bizonyitds. A bizonyitéas két esetbdl all.

1. eset: |K| végtelen. Mivel L/K Galois, specidlisan szeparabilis, ezért van olyan « €
L, melyre L = K(«a). Legyen f(x) € K[x] az o minimalpolinomja. Ez L folott f(x) =
[T, (z — a;) gyoktényezsk szorzatara bomlik (o = ), hiszen L/K normélis bévités. Legyen
gl<$> = % € L[ilj'] Ekkor

> gla) =1, )

hiszen az 1 — " | g;(z) egy legfeljebb n — 1-edfokt polinom, ami az aq, ..., a, n kilonb6zé
helyen elttinik. Masrészt

0 mod (f(z))  hai#j

i )
gi(x) mod (f(z)) hai=j

gi(x)g;(z) = {

Valoban, g;(z)g;(z)-nek gydke a, ..., a,, hai # j. Ha pedig i = j, akkor g;(z)? — g;(z)-nek
gyoke minden «y, (k= 1,...,n), hiszen g;(c;)® = g;(o;) = 1 és k # i-re g;(ay) = 0.

Legyen most Gal(L/K) = {id = o01,...,0,} és a; = 04(a) € L. Képzziik az A € L]z|""
matrixot a kovetkez6képpen: legyen az i-edik sor j-edik eleme o;(0;(g1(z))) € L[z]|. Ekkor az
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és (2)) azonossagok épp azt mutatjik, hogy ATA =T mod (f(z)) (itt I az egységmatrix).
Valoban, vegyiik észre, hogy o;(g1(x)) = f,(gi(a)f)((g;)_ai(a)) = g;(x), mivel f(z) egyiitthatoi K-
bol valok, specidlisan minden o; fixalja 6ket. Tehat AT A fsatlojaban Y ;- | g;(x)? all, ami (] és
kombinalaséaval 1-gyel kongruens modulo (f(x)). A féatlon kiviili elemek pedig g;(z)g;(z)
alakt tagok dsszegei, ahol i # 7, tehat oszthatok f(x)-szel. Speciélisan det(A)? = det(AT A) =
1 (mod (f(z))), azaz nem lehet azonosan 0, igy det(A) sem azonosan 0. Mivel K végtelen,
van olyan v € K, melyre det(A(y)) = det(o;0;(91(7)))i; # 0. Ekkor a 5 = g1(7y) valasztassal
tegyiik fel, hogy ajo1(8) + - -+ + a,0,(8) = 0 valamilyen ay,...,a, € K elemekkel. Erre a
o; automorfizmust raalkalmazva azt kapjuk, hogy 37, a;oi0;(8) = 0, hiszen 0;(a;) = a;

ay
(a; € K). Ez pedig azt jelenti, hogy A(v) | : | =0, azaz a; = --- = a, = 0, mert A(y)
an
invertalhato. Azt kaptuk, hogy o1(5), ..., 0,(/3) linearisan fiiggetlen K {6l6tt, azaz egy bazisa
L-nek, mint K feletti vektortérnek.

2. eset: |K| = q = p/ véges. Ekkor Gal(L/K)-t generélja a g-Frobenius Frob,, melynek
rendje n = |L : K|. A Dedekind Lemma miatt id, Frob,, ... ,Frob;‘_1 linedrisan fiiggetlen
L felett, specialisan Frob, minimalpolinomja minimum n-edfoki. Viszont Frob, = id, tehat
Frob,: L — L K-linearis leképezés minimalpolinomja =" — 1. Tekintsiik L-et a K[z]| polinom-
gytri feletti modulusnak, ahol az x-szel valo szorzas a Frob, lineéris leképezés. A f6idedlgytird
feletti modulusok alaptételébdl kovetkezik, hogy L = @;_, K|z]/(fi(x)) primhatvanyrendd
ciklikusak direkt Osszegeként irhato, ahol rdadéasul az f;(x)-ek legkisebb kozos tobbszorose
a" —1és ) deg(f;) = dimg L = n. Tehét ha 2" —1 =[], g;()" a K feletti irreducibilisekre
val6 felbontas, akkor minden j-re van olyan ¢, melyre g;(z)™ | f;(z). De ekkor g;(z)™ = f;(z),
mivel } . njdegg; = n = > deg(f;). Specidlisan L = P, K[z]/(g;(x)" = Klz]/(2" — 1).
Ha € L az 1 + (2™ — 1) képe ennél az izomorfizmusnél, akkor z* képe éppen Frob’;(ﬁ), és
B, Frob,(5), . .. ,Frobg_l(ﬁ) bézis L-ben, hiszen 1,z,...,2" ! bazis K[z]/(z" — 1)-ben. O

Legyen L/K egy véges Galois-bovités, G := Gal(L/K). Ekkor L-en hat a G csoport K-
linearisan, azaz L, mint n-dimenzios K-vektortér, a G csoport egy reprezentacidjat alkotja. A
fenti tétel azt mutatja, hogy ha L-re mint a KG csoportalgebra feletti modulusra tekintiink,
akkor L = KG (mint KG feletti balmodulusok). Az izomorfizmust az KG 3 1 — [ € L
leképezés szolgaltatja. Tehat L természetes modon a G csoport reguléris reprezentacioja (egy
1 rangu szabad K G-modulus). Ez az allitas fontos szerepet jatszik a Galois-kohomologidban,
specidlisan a Hilbert 90-es tétel altalanositasaiban arra az esetre, amikor G nem feltétleniil
ciklikus. A kovetkezs tételt is lehet a Galois-kohomolégian (és a Normél Bazis Tételen)
keresztiil bizonyitani, de mivel el6bbit nem tanuljuk, ime egy elemi bizonyités:

11. Tétel (Artin-Schreier-elmélet). Legyen L/ K egy p-edfoki Galois bévitése p-karakterisztikdji
testeknek. Ekkor van olyan o € L, melynek minimdlpolinomja P — x — a alakd.

Bizonyitds. Legyen Gal(L/K) = G, ekkor G egy p-edrendi csoport, tehat ciklikus. Jeloljiik
o-val az egyik generatorat. A Dedekind Lemma miatt 1,0, ..., 0P ! linarisan fiiggetlen, tehat
0: L — L minimélpolinomja csak z? — 1 = (z — 1)? lehet. Tehat (o — 1)(L) p — 1-dimenzios
(egyébként mar a p — l-edik hatvanya is 0 lenne), és tartalmazza K = Ker(o — 1)-et. Mivel
1 € K, ezért van olyan a € L, melyre o(a) — a = (0 — 1)(a) = 1. Ezt iterdlva azt
kapjuk, hogy o'(a) = a + i mind kiilénbozsk (i = 0,...,p — 1), tehat o minimalpolinomja
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Hf:_[)l(x—oz—i) = (z—af —(x —a) = 2P —x — a (ahol a := o — a € K), hiszen

yP—y = f;ol (y — i) a gyoktényezss felbontas p-karakterisztikaban. O
Hivatkozasok

[1] Pelikan Jozsef, Algebra, http://www.cs.elte.hu/"pelikan/11_Testek.pdf
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