Kvaternidoalgebrak

Az alabbi jegyzetben az 6ran tanult, kvaternidalgebrak ekvivalens jellemzéseirdl szolo tételt
bizonyitjuk.

1. Definicio. Legyen K eqy test, a,b € K*, és tegyiik fel, hogy char(K) # 2. A K(a,b)
kvaternioalgebra eqy K -feletti 4-dimenzios eqységelemes asszociativ algebra, melynek 1,14, 5,k €
K(a,b) egy bdzisa K feletti vektortérként, és a szorzds teljesiti azi> = a, j> =b, ij =k, ji =
—k azonossdgokat. Az A egységelemes asszociativ K -algebrat (K feletti) kvaternidalgebranak
nevezziik, ha van olyan a,b € K*, melyre A = K(a,b).

Egyszerii szamolas mutatja, hogy a disztributiv és asszociativ szabaly szerint a fenti szorzés
tetszbleges a,b € K* esetén egyértelmien kiterjesztheté K (a,b)-re ugy, hogy K(a,b) egy
egységelemes asszociativ K-algebra legyen. Pl. ik = i(ij) = (i%)j = aj.

2. Példa. A szokdsos kvaternick H gydridje izomorf az R(—1,—1) gydrivel. Tovibbd ha
K tetszdleges test, akkor K(1,b) = My(K) (2 X 2-es mdtricgyiri). Az izomorfizmust az
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Vegyiik észre, hogy K (ac?,b) = K (a,b) = K (b, a) tetszbleges a, b, c € K* esetén. Valoban,
ha (ci)? = ac® teljesiil K(a,b)-ben, ezért a K(ac*,b) — K(a,b) leképezés, melyre i — ci,
j — J, egy izomorfizmus. Masrészt a K(a,b) — K(b,a), i — j, j + i is izomorfizmust
ad. Tovabba ha K < F egy testbovités, akkor F' ®f K(a,b) = F(a,b) természetes modon.
Specidlisan C @g H = C(—1,—1) 2 C(1, —1) = My(C), hiszen —1 =i € (C*)>.

3. Tétel. Legyen D egy 4-dimenzios egységelemes asszociativ K -algebra (char(K) # 2). Ekkor
a kovetkezdk ekvivalensek:
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Bizonyitds. (i) = (u7i) a fenti megjegyzéshez hasonloan kovetkezik, hiszen a-nak van egy ¢
négyzetgycke K-ban, ezért K(a,b) = K(c? b) = K(1,b) & My(K).

(4ii) = (i1): Vegyiik észre, hogy My(K) centruma 1-dimenziés (mint K feletti vektortér),
és tartalmazza K ®x Z(D)-t. Tehat Z(D) is maximum 1 dimenziés lehet csak K felett, de
K-t tartalmazza, igy Z(D) = K. Tovabba ha I <1 D ideal, akkor K @k [ <K @ D = My(K).
Viszont M(K) egyszerti gytirt, igy D is az.

(1) = (iv): Tegyiik fel, hogy D nem ferdetest, azaz van olyan 0 # = € D, ami nem
invertalhaté. Ha pl. bal inverze nincs, akkor az azt jelenti, hogy x € Dx C D. Tehat Dx
egy nemtrivialis balidedl D-ben. Legyen 0 # [ egy minimalis dimenzi6ji balidedl D-ben.
Ekkor a D elemeivel valo balszorzas egy K-linearis leképezés I-n, tehat kapunk egy ¢: D —
Endg (1) = Maim(K) K-algebra homomorfizmust. Raadéasul ez injektiv, mivel D egyszert (és
Kerp < D). Tehat 1 < dimg I < 4, hiszen dimg I = 1 esetén M;(K) = K csak 1-dimenzios,

Z(D) = K és D egyszerd gyird (azaz nincs nemtrividlis kétoldali idedlja);
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D = My (K) vagy D olyan ferdetest, melyre Z(D) = K.
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ezért nem képezhets bele a 4-dimenziés D injektiven. Tovabba ha dimg I = 3 lenne, akkor
I lenne az egyetlen nemtrivialis balideal D-ben, hiszen Iy # I, (dimg [; = dimg I, = 3)
nemtrivialis balidealok esetén 0 < dimg I1 N Iy < dimg I; = 3 lenne, ami ellentmond dim 7
minimalitasanak. Viszont ekkor I jobbideél is D-ben, mivel y € D esetén Iy is egy legfeljebb
3-dimenzios balidedl D-ben, azaz Iy = I vagy 0, de mindenképp Iy C I. Ez ellentmondas,
hiszen D egyszeri, azaz nincs benne kétoldali ideal. Azt kaptuk tehét, hogy dimg I = 2, ezért
dimg Endg (1) = 4, igy ¢ nemcsak injektiv, hanem sziirjektiv is, specidlisan D = My(K).
(1v) = (i): Azt mar lattuk, hogy My(K) = K(1,b) egy kvaternidalgebra. Legyen tehat
D egy 4-dimenzios ferdetest, melyre Z(D) = K. Ekkor minden « € D algebrai K felett (a
hatvanyai linearisan 6sszefliggék), és K < K(a) < D, hiszen D nemkommutativ (Z(D) = K).
Mivel D vektortér K (o) felett is, ezért |K(«) : K| | 4 (fokszamtétel), ezért minden o € D\ K-
ra |[K(«a) : K| = 2. Viszont char(K) # 2 miatt minden méasodfoka bévités megkaphato egy
elem négyzetgyokének adjungalasaval, ezért van olyan i € K(a) elem, melyre i* =: a € K*
és K(o) = K(i). Mivel i ¢ K = Z(D), ezért az i-vel valo ¢;: D — D konjugalas nemtrivialis
automorfizmusa D-nek, melynek négyzete az i2 = a-val valo konjugalas, ami az identités,
hiszen a € K = Z(D). Tehat p;-nek a sajatértékei +1, és mivel ¢; nem az identités (és
diagonalizalhato, hiszen négyzete az identitas), ezért a —1 is sajatértéke. Tehat van olyan
0 # j € D, melyre ij:-* = —j. Ekkor viszont ij%i~1 = (—j)? = j2, tehat ;2 felcserélhets
i-vel. Viszont az i-vel felcserélhetd elemek egy C;(D) részferdetestet alkotnak D-ben, melyre
K (i) < Cy(D) < D miatt C;(D) = K (i) (fokszamtétel). Vagyis j> = b+ ci alakba frhato, ahol
b,c € K. Viszont ha ¢ # 0 lenne, akkor i = (j2 —b)/c € K(j) lenne, azaz i ¢s j felcserélheték
lennének, ami ellentmondana iji~! = —j-nek.Tehat ¢ = 0 és j2 = b € K, azaz belattuk, hogy
D = K(a,b). O

4. Megjegyzés. A (ii) = (iv) irdny a Wedderburn-Artin tételbdl is kovetkezik (nem véletlen,
hogy nagyon hasonlitanak a bizonyitdsaik). Ugyanis ha D egyszerd, akkor Jac(D) = {0},
hiszen a Jacobson radikdl ivdedl D-ben. Mdasrészt D nyilvdn bal-artin, hiszen minden balidedl
D-ben eqy altér, és dimg D = 4 < oo. Tehdt D féligegyszerd, igy a Wedderburn-Artin tétel
szerint ferdetestek feletti matrizgydrik direkt osszege. Node Z (D) egydimenzids, ezért D nem
lehet egynél tébb mdtrixgytrd direkt dsszege, azaz vagy eqy 1 X 1-es mdtrixgyird eqy ferdetest
felett, vagy Ms(K)-val izomorf (mdsképp nem lehetne 4-dimenzids).



