Direkt limesz, inverz limesz, végtelen Galois-bévitések

Az alabbi jegyzetben a direkt limeszt, az inverz limeszt, testek algebrai lezartjanak lé-
tezését, ill. a végtelen Galois-csoportokat tekintjik at. Nem minden bizonyités szerepelt
el6adason (vagy gyakorlaton), ezeket természetesen nem kell tudni. Az algebrai lezart konst-
rukcioja lényegében megegyezik Pelikan Jozsef [I] internetes Algebra jegyzetében szerepls
konstrukcioval.

1. Direkt limesz

Legyen I egy (altalaban végtelen) részbenrendezett halmaz, melyben barmely két elemnek
van kozos felss korlatja (azaz I jobb filtrdlt). Ekkor természetesen barmely véges sok elemnek
is van kozos fels korlatja.

1.1. Definici6. Legyenek az A; halmazok az I részbenrendezett halmazzal indexelve, és minden
i < j-re legyen adva eqy f;i: A; — A; figguény az aldbbi tulajdonsdgokkal: (1) fi; = ida,
minden i € I-re; (2) hat < j <k eI, akkor fi; = fxjo fji. Az (Ai)ier halmazrendszert ekkor
direkt rendszernek nevezziik. Az (A;)ier direkt rendszer direkt limeszén a

el

ahol ~ «a kovetkezd ekvivalenciareldcio a UieIAi diszjunkt union: a; ~ a; (a; € A;, a; € A;,
i,j € 1) akkor és csak akkor, ha van olyan k € I, melyre i < k, j <k és fri(a;) = frj(a;) €
Ag. Az a; € A; osztdalydt a li_r)nAZ- direkt limeszben |a;]-vel jeloljik. A direkt limeszt idénként
injektiv limesznek, vagy kolimesznek is nevezik.

1.2. Megjegyzés. Ha az A; halmazok topologikus terek, és az fj; leképezések folytonosak,
akkor a lii>1r1ie ; A; is eqy topologikus tér lesz (a diszjunkt union vett ekvivalenciareldcio szerinti
faktortértopolégidval). Ez a topoldgia 1i_1rr>1ie ; A;-n a direkt limesz topolégia, mely nem mds,
mint a legfinomabb olyan topoldgia, melyre nézve az A; — UAi —» li_rr)1AZ- leképezések mind
folytonosak.

1.3. Allitas. Ha az A; halmazok csoportok, és az fji leképezések csoporthomomorfizmusok,
akkor lim A; is csoport az [a;] - [a;] := [fri(a:) - fji(a;)] madvelettel, ahol k € I tetszdleges kizis
felsd korlatja i, 5 € I-nek.

Bizonyitds. A joldefinialtsag abbol kovetkezik, hogy [a;] = [fri(a;)], és ha a; ~ a; (melyet
egy ¢,i" < ky € I index bizonyit), a; ~ a; (melyet egy j,j" < ky € I index bizonyit) és k, k'
egy-egy kozos felss korlatja i, j-nek, illetve ¢/, j-nek rendre, akkor vehetiink egy kg € I kozos

felss korlatot az i, j, k, ', j', k', k1, ko € I elemeknek. Ekkor (t6bbszor hasznalva, hogy az f-ek
homomorfizmusok, és jol viselkednek a kompoziciora)

Frok(fri(@i) frj(ag)) = frok © fri(ai) fror © frj(aj)
= froi(i) froi(@5) = Froky © fr1i(@i) froks © froj(ay)
= frokr © Jryir(@ir) froks © frajr(ajr) = frgir(ir) frojr(ajr) = frors (frrir(@ir) frrjr(agr)) -

Az asszociativitas egy hasonld szamolas és [a;] ™t = [a; ] O
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A fenti bizonyités azt is mutatja, hogy ha az A;-ken tetszéleges miiveletek vannak adva,
amiket az f;; leképezések megtartanak, akkor a direkt limeszen is értelmezheték ugyanezek a
miveletek. S6t, ha vannak azonossagaink, melyek az 6sszes A;-ben teljesiilnek, akkor azok az
azonossagok a direkt limeszben is teljesiilni fognak. Tehat gytrtik, modulusok, vektorterek
direkt limesze is gytrtd, modulus, vektortér. S&t, ha feltessziik, hogy a leképezések mindig
testhomomorfizmusok, melyek az 1-et az 1-be viszik (specidlisan injektivek), akkor testek
direkt limesze is test lesz, hiszen minden nem 0 elemnek lesz inverze.

1.4. Példa. Ha I = Z>° az oszthatdsdgra nézve, és p, < C* jeloli az n-edik eqységqyokik
csoportjdt, és n | m esetén fon: fn — pm @ természetes tartalmazds, akkor h_rr)1n L = oo G2
osszes komplex eqységqgyok csoportja.

1.5. Allitas. A direkt limesz funktor egzakt (Abel-csoportokon,).

Miel6tt belekezdenénk a fenti allitas bizonyitasaba, elGszor azt kell megmondanunk, mi-
t6l is lesz a ,direkt limesz” egy funktor, és melyik kategériabol melyikbe képez. Rogzitstink
egy I jobb filtralt részbenrendezett halmazt, és tekintsiik ezzel a részbenrendezett halmaz-
zal indexelt Abel-csoportok direkt rendszereit, mint objektumokat. Egy (A, fii)i<jer és egy
(Bi, gji)i<jer direkt rendszer kozott egy ¢ = (pi)ie; morfizmus alatt ¢;: A; — B; (i € I)
Abel-csoport homomorfizmusok egy rendszerét értjiik, melyekre minden i < j € I esetén a

Aii)Bi

fjil igji

®j
Aj ——= B;

diagram kommutativ. Vegyiik észre, hogy direkt rendszerek kozti leképezések magja és képe
(s6t, komagja) is direkt rendszer, ezért van értelme direkt rendszerek egzakt sorozatéarol be-
szélni. Tovabba ha ¢ egy morfizmus az (A;);c; és a (B;);e; direkt rendszer kozott, akkor ¢
indukél egy lim;: lim A; — lim B; Abel-csoport homomorfizmust a direkt limeszek kozott.
Tehét hm o Valoban egy funktor megpedlg az I vel mdexelt Abel csoportokbol allo direkt

--------

egzakt sorozatot egzaktba visz-e.

Bizonyitds. Azt kell belatnunk, hogy ha (A;, fji)i<jer % (B, gji)i<jel LA (Ci, hji)i<jer direkt
hmozz hmﬁz
rendszerek egy egzakt sorozata, akkor hi>nA = lim B; —= hi>nC’ is egzakt. Az, hogy

lim 5; o lima; = lim(G; o ;) = lim 0 = 0 (vagyis Im(lim ;) C Ker(lim f3;)), vilagos. Mésrészt
— — — — — —

legyen b = [b;] € Ker(8) C lim B;. Ez azt jelenti, hogy (lim 3;)(b) = [8:(b;)] = [0] = 0 lim C;-
ben. A ~ ekvivalenciarelacié definicidja szerint ez azt jelenti, hogy van olyan k > ¢ € I, melyre
hii(Bi(bi)) = hii(0) = 0 € Cy. Node 0 = hy;(8;(b:)) = Br(gri(bi)), azaz gui(b;) € Ker(8y) =
Im(ay) (a direkt rendszerek kozti sorozat egzaktsidga miatt). Ekkor van olyan ap € Ay,

melyre ay(ax) = gri(bi), azaz b = [b;] = [g4i(b;)] = [ (ar)] = lim a;([ay]) € Im(lim o;). Tehat
Ker(lim 5;) C Im(lim o;;), mivel b € Ker(lim 3;) tetszleges volt. O

2. Inverz limesz

2.1. Definicid. Legyenek az A; halmazok ismét eqy részben rendezett I halmazzal indexelve
(melyben barmely két elemnek van felsd korldtja, de ez itt a definicichoz nem sziikséges, csak
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a késébbi dllitisokhoz). Az (A;)ier halmazok egy inverz rendszert alkotnak, ha minden i <
J € I-re adva van egy fi;j: A;j — A; figguény, melyre (1) fi; = ida,; (2) i < j < k esetén
fij o fix = fin. Az A; halmazok inverz limesze a

lim A; := {(a;)ier € HAZ' | fij(a;) = a; minden i < j € I-re}
s iel

halmaz. Az inverz limeszt iddnként projektiv limesznek vagy egyszeriien csak limesznek is
nevezik.

2.2. Megjegyzés. Ha az A; halmazok topologikus terek, és az f;; (i < j € I) leképezések foly-
tonosak, akkor a @Ai halmazon értelmezhetjiik a szorzattopologia altértopoldgidjdat, melyre
nézve eqy topologikus tér lesz. Ez a topoldogia nem mds, mint a legdurvdbb olyan topologia,
melyre nézve a hﬁlief Aj = [ Ai — Aj leképezések folytonosak minden j € I-re. Mdsrészt
az is vildgos, hogy ha az A; halmazok csoportok (gyirik, modulusok, stb.) és az f;; leképezések
homomorfizmusok, akkor a @Ai részcsoportja (részgyirije, részmodulusa, stb.) lesz a direkt
szorzatnak.

o

Hasonldan eqy R (kommutativ) gyird feletti formdlos hatvdinysorok gyidridje is: R]x]
i, Rz)/(2").

2.3. Példa. A p-adikus egészek gyirdje felirhato inverz limeszként: 7, = lim >1Z/(p”)
| =~

2.4. Allitas. Nemiires, kompakt, Hausdorff A; (i € 1) halmazok (folytonos sszekitd leképe-
zésekkel vett) inverz limesze nemiires, kompakt, és Hausdorff.

Bizonyitds. Hausdorff terekt direkt szorzata is Hausdorff, ezek részhalmaza is az. Mésrészt
Tyihonov tétele szerint kompakt halmazok szorzata is kompakt. Belatjuk, hogy ha az eredeti
A; halmazok Hausdorffak, akkor E@Ai egy zart része || A;-nek, specidlisan kompakt. Valo-
ban, minden i < j € I par esetén a B;; = {(ai)icr € [[;c; Ai | fij(a;) # a;} halmaz nyilt
[T Ai-ben, hiszen A; Hausdorff, ezért (a;);e; € Bj;j esetén a;-nek és f;;(a;)-nek van egymas-
tol diszjunkt a; € V;, fij(a;) € U; kornyezetei. Ekkor V; Ul(Uj) C A; is nyilt, tehat
Vi x V; x erl,i#k# A; C Byj;, azaz B;; nyilt. Tovabba ha thA iires lenne, az azt jelentené,
hogy a B;; (1 < j € I) lefednék a kompakt [[ A; halmazt, tehat ennek létezne véges részfe-
dése, azaz iy < ji,...,1, < j, € I n darab par, melyre | J,_, B;, ;. = [ A;. Node ennek a 2n
darab indexnek van egy t € I kozos felss korlatja, és tetszéleges a; € Aspre az a;, = fi +(a),
aj, = fi(ar), as € Ag tetsz()’leges (S #41,J1,- -, in,Jn € I) esetén (a;);cr € [ Ai nincs benne
egyik B j-ban sem (k=1,...,n), ami ellentmondas ]

1kJk
Vegyiik észre, hogy a fenti allitds a Kénig-lemma messzemend altalanositésa, mely — ezen
a nyelven — azt mondja ki, hogy véges nemiires halmazok inverz limesze nemiires. Valoban,
minden véges halmaz kompakt a diszkrét topoldgiaban, és minden leképezés folytonos két
diszkrét tér kozott.
A direkt limeszhez hasonl6an adott I részbenrendezett halmazra az inverz limesz is funk-
tor: az Abel-csoport inverz rendszereinek kategoriajabol az Abel-csoportok kategoriajaba.

2.5. Allitas. Abel-csoportokon az inverz limesz balegzakt, de dltaldban nem jobb egzakt.



Bizonyitds. Legyen 0 — A; =% B; i C; Abel-csoportok inverz rendszerének egy egzakt

sorozata (tehat a

aj B;

0 Aj Bj Cj

fiji gijl lhij
ﬁ.

0 A —> B, = C;

diagramok minden ¢ < j € I esetén kommutativak). Az, hogy lim o; injektiv, abbol kévetke-
zik, hogy a [[a;: [[Ai — [] B; leképezés is injektiv. A (lim 3;) o (lim ;) = lim(5; 0 o) =
lim 0 = 0, szintén vilagos. Masrészt, ha (b;);e; € lim B; C [ B; benne van Ker(lim (;)-ben,
—— P P —

akkor minden i € I-re §;(b;) = 0, azaz b; € Ker(f;) = Im(«;), igy van olyan a; € A;, melyre
a;(a;) = b;. Raadasul «; injektiv, ezért ez az a; egyértelmi is, s6t, «;(fij(a;)) = gij(a;(a;)) =
gij(bj) = b = a4(a;) és o, injektivitdsa miatt fi;(a;) = a;, azaz (a;);e; benne van @Ar
ben. O]

2.6. Példa. Az inverz limesz dltaldban nem egzakt: A 0 — p"Z — Z — Z/(p") — 0
sorozat minden n-re eqzakt, és kompatibilis a természetes leképezésekkel, viszont h£1n p"Z =0,
imZ =Z, és linZ/(p”) =7y, és a0 —0—Z — Z, — 0 sorozat nem egzakt.

Variaciok egy témara:
2.7. Kovetkezmény. Kompakt Hausdorff Abel-csoportokon az inverz limesz egzakt.

Bizonyitds. Azt kell belatnunk, hogy anélkiil, hogy feltennénk, hogy az «;: A; — B; leképe-
zések injektivek, kovetkezik az egzaktsag lim B;-nél. A fenti bizonyitdsban ezt ott hasznéaltuk
ki, hogy mivel a; egyértelmii volt, ezért az (a;);c; sorozat sziikségképpen kompatibilis az A;-
k kozotti Osszekotleképezésekkel. Viszont most az A;-k kompaktak, ezért az L(b) C A
részhalmazok is kompaktak, nemiiresek, és Hausdorffak (zart 6se zart, kompaktnak zart ré-
sze kompakt). Raadasul ezen halmazok is inverz rendszert alkotnak, tehat inverz limesziik
nemiires a es allitas miatt. Ez pedig azt bizonyitja, hogy a (b;);c; elem benne van lim a;
képében. O

2.8. K6vetkezmény. Legyen 0 — A; =5 B; Lo C; — 0 Abel-csoportok inverz rendszerének
eqy egzakt sorozata, és tegyiik fel, hogy I = N a szokdsos < részbenrendezéssel. Tegyiik fel,
hogy az (A;)ier inverz rendszer teljesiti a Mittag-Leffler feltételt: Minden i € N-re van olyan
i < m = m(i) € N index, melyre minden j > m-re Im(fi,) = Im(fi;) (azaz valamilyen
indextdl kezdve a képterek stabilizdlodnak). Ekkor a 0 — liLﬂAz' — liLnBi — liLHCi — 0
sorozat is egzakt. Specidlisan ha az fij: Aj — A; leképezések minden i < j € I-re sziirjektivek,
akkor a Mittag-Leffler feltétel trividlisan teljesil m = i-vel.

Bizonyitds. Az altalanos eset bizonyitasat az olvasoéra hagyjuk. Ha az f;; leképezések sziir-
jektivek, akkor be kell latnunk, hogy a lim f;: lim B; — lim C; leképezés sziirjektiv. Legyen
(¢i)ier € llnCl Ekkor a D; := f3;'(¢;) € B; halmazok Ker(3;) = Im(c;)-szerinti mellék-
osztalyok, melyekre g;;(D;) C D;. Belatjuk, hogy itt egyenléség van, azaz g¢;;: D; — D;
is sziirjektiv. Legyen d; € D;, vegyiink egy tetszéleges d; € Dj-t. Ekkor gi;(d}) € D;, az-
az d; — gi;(d;) € Im(a;). Mivel o; injektiv, ezért egyértelmten létezik egy a; € A;, melyre
ai(a;) = di — gij(d;). Masrészt fi;: A; — A; sziitjektiv, azaz van olyan a; € Aj, melyre
fij(a;) = a;. Ekkor viszont d; = ai(a;) + gij(d;) = ou(fij(az)) + 9i5(d;) = gi5(a;(ay) + dj) €

4



9i5(Dj), hiszen a;(a;)+d; ugyanabban az Im(a;)-szerinti mellékosztalyban van, mint d}, azaz
Dj-ben van. Tehat rekurzivan meg tudjuk konstrualni a lim D; halmaz egy elemét: ha d; € D;
méar megvan, akkor vessziik egy tetsz6leges Gsképét D;,1-ben, és igy tovabb. O

Az alabbi példaban megmutatjuk, hogyan lehet a fenti Mittag-Leffler feltételt alkalmazni.

2.9. Feladat. Igazoljuk, hogy Z|[z]/(x — p) = Z,.

Megoldds. Irjuk a Z[z] formélis hatvanysorgytirtt Z[z]] = Z[z]/(2") alakba. Vegyiik észre,
hogy az x — p-vel valo szorzas injektiv a Z[z]/(x™) gytritin. Valoban, ha valamely f(z) € Z[x]-
re f(z)(x — p) oszthatd z"-nel, akkor f(z) is oszthato z", mivel z"-nek és = — p-nek nincs
kozos irreducibilis osztoja, és Z[zr]-ben igaz a szamelmélet alaptétele. Tehat minden n > 1-re
kapunk egy

0 — Z[z)/(2") " Z[a]/(@") — Z[z]/ (=", 2 — p) = O

rovid egzakt sorozatot. Raadasul ezek a rovid egzakt sorozatok kompatibilisek a Z[z]/(z" 1) —
Z[z]/(x™) természetes sziirjektiv faktorleképezésekkel, azaz a

0— Z[z)/ (1) T 72 (27+) — Zfa] /(2" 2 — p) — 0

| | |

0—— Z[z)/(2") = 2] (a7 A ) p—

diagram kommutativ minden n > 1-re. Vegytk észre, hogy Z[x]/(z",x — p) = Z[x]/(p", x —
p) = Z/(p"), rdadasul a természetes Zlx]/(x" ™,z — p) — Z[x]/(2", x — p) faktorleképezés
ennél az izomorfizmusnél a Z/(p"*') — Z/(p") természetes faktorleképezést indukalja. Igy a
2.8}as Kovetkezmény szerint a

0 — limZ[a)/(a") "= im Z[a] /(2") — Im Z/(p") = 0

sorozat is egzakt, azaz Z, = Z[z]]/(x — p). O

3. Algebrai lezart 1étezése, végtelen Galois-bévitések

3.1. Lemma. Legyenek fi(x),..., fo(x) € K[z] nemkonstans polinomok. Ekkor van olyan
K < L véges bovitése K-nak, melyben mindegyik f; (i = 1,...,n) polinomnak van gydke.

Bizonyitds. Indukcié n szerint. Ha n = 1, akkor vessziik fi-nek egy ¢, irreducibilis osztojat,
és az Ly := K[x]/(g1(x)) testet, melyben g;-nek és igy fi-nek van gyoke. ]

A kovetkezs bizonyitas megegyezik Pelikan Jozsef Algebra [I] jegyzetében talalhato bizo-
nyitéssal, de az olvas6 kényelmének kedvéért megismételjiik.

3.2. Tétel. Minden K testnek 1zomorfia erejéig eqyértelmien létezik algebrai lezdrtja, azaz
olyan K < K test, mely algebrai bovitése K-nak és algebrailag zdrt.



Bizonyitds. Létezés: Legyen S := {f(z) € K[x] | f nem konstans } a K feletti nemkonstans
polinomok halmaza, é¢s R := Klzy | f € S| sokvaltozés polinomgytrd (minden f € S
polinomra vesziink egy-egy s valtozot). Legyen tovabba I := (f(zs) | f € ) < R az f(xy)
polinomok altal generalt ideal. Azt allitjuk, hogy I # R. Valoban, tegyiik fel indirekten,
hogy 1 € I, azaz van olyan ¢1,...,g9, € Rés f1,..., fn € S, melyekre

L=gfi(zg)+ -+ gnfulzy,) - (1)

A [B.I}es Lemma szerint van olyan K < L véges bdvités és aq,...,a, € L elemek, melyekre
filay) =0 (i =1,...,n). Az (l)-es egyenletbe z, helyére a;-t helyettesitve, a tobbi valto-
z0 helyére pedig tetszoleges (pl. 0) szamokat irva egy olyan R — L gytrithomomorfizmust
kapunk, ami a bal oldalt 1-be, a jobb oldalt pedig 0-ba viszi. Ez ellentmondas, tehat I # R.

Igy van I-t tartalmazé M <1 R maximalis ideal R-ben Krull tétele szerint (itt kihasznéaljuk
a Zorn lemmat). Ekkor Ky := R/M test. Vegyiik észre, hogy Ki-et generaljak az xy+ M €
K, elemek K felett (f € S), hiszen R-et is generaljak az z; elemek. Viszont az xy + M
elemek algebraiak K folott, hiszen f(xy+ M) = 0. Tehat K; egy olyan algebrai bévitése K-
nak, melyben minden K feletti nemkonstans polinomnak van gyoke. Vegyiik észre, hogy K;
nem feltétlentil algebrailag zart, hiszen el6fordulhat, hogy egyes K;-beli polinomoknak nincs
gyokiik Ki-ben, s6t, az is, hogy egy f € K|[z] polinomnak csak egyetlen gyoke van Kj-ben,
nem az 0sszes. Viszont K helyett Ki-gyel elismételhetjiik a fenti konstrukeiot, mellyel kapunk
egy K < K; < K, algebrai bévitést, melyben minden K, feletti polinomnak van gyoke. Es
igy tovabb, legyen K = U2, K,, felszallo uni6. Ekkor a K testnek minden eleme algebrai K
felett (hiszen algebrai bovitések egymasutanja is algebrai), tovabba K mar algebrailag zart:
ha g(z) € K[z] nemkonstans, akkor van olyan n > 1, melyre g minden egyiitthat6ja benne
van K,-ben, azaz g-nek van gyoke K, ., C K-ban.

Egyértelmiiség: Legyen F' egy masik algebrai lezartja K-nak. A Zorn-lemma segitségével
megadunk egy K — F izomorfizmust. Legyen H az (L,¢) rendezett parok halmaza, ahol
K < L < K egy kozbiils6 test, p: L — F pedig egy K-homomorfizmus. Ertelmezziik H-n
a kovetkezd részbenrendezést: (Lq, 1) < (Lg, pq) akkor és csak akkor, ha L; < Lo résztest
és o megszoritasa Li-re megegyezik ¢q-gyel. H egy nemiires halmaz, hiszen K < F, ezért
(K,t) € H, ahol 1: K — F a természetes tartalmazas. Tovabba H zart a felszallo uniora,
ezért alkalmazhatd a Zorn lemma: legyen (Lo, o) a H egy maximalis eleme. Tegyiik fel
eloszor, hogy Lo # K, azaz van egy o € K, melyre a ¢ Ly. Legyen o minimalpolinomja
Lo felett mq(x) € Lolr]. A [2] 1.9-es Allitas szerint oy kiterjesztései Lo(a)-ra bijekcioban
vannak @g(me(x)) F-beli gyokeivel. Mivel F algebrailag zart, ezért opo(m,)-nak van gyoke
F-ben, tehat létezik egy 1: Lo(a) — F K-homomorfizmus kiterjesztése ¢g-nak, ami ellent-
mond (Lg, ¢o) maximalitdsanak. Tehat Ly = K és po: K — L egy K-homomorfizmus,
specialisan injektiv. A sziirjektivitashoz legyen 5 € F tetsz6leges. Mivel F'/K algebrai, ezért
f-nak van egy mg(z) € K[z| minimélpolinomja K felett, melynek kiilonb6z6 gydkei F-ben
Bi=p,...,08,. Ekkor mg-nak K-ban is n kiilsnbézs gyoke van: 3, ..., 3, (valoban, a kiilon-

boz6 gyokok szama leolvashaté a polinomrol t6bbszords derivalassal). Node i, ..., 3, mind
B, ..., Bn-be mehet csak a g testhomomorfizmusnal, specialisan (3 is benne van g képében,
azaz g izomorfizmus. O

3.3. Allitas. Legyen K eqy tokéletes test. Ekkor

K= lim L= lim L,
— =
K<L<K,L/K véges K<L<K,L/K véges Galois



ahol az dsszekdtidleképezések és a részbenrendezés a tartalmazds.

Bizonyitds. Ha Ly, Ly két véges bévitése K-nak K-ban, akkor Li-nek és Lo-nek van kozos felss
korlatja (bovitiink mindketts generatoraival), tehat a direkt limesznek van értelme. Méasrészt,
ha o € K, akkor van olyan K < Ly < K véges kozbiils test, melyben a benne van, s6t, ha
K tokéletes, akkor még Galois-bévités is van ilyen. Tehéat a-hoz hozzarendelhetjik o € Ly
osztalyat a lim L direkt limeszben, mely hozzarendelés egy K-homomorfizmus. Ez a K-
homomorfizmus nyilvanvaléan bijektiv. O

3.4. Definici6. Egy F/K végtelen algebrai bovitést Galois-bovitésnek neveziink, ha szepard-
bilis és normadlis. A fenti bizonyitdssal analdg érvelés miatt ez azzal ekvivalens, hogy F véges
Galois-bévitések direkt limesze.

3.5. Allitas. Ha F/K Galois-bévités, akkor
Gal(F/K) := Homg (F, F) = lim Gal(L/K) ,

K<L<F,L/K véges Galois

ahol a jobb oldalon K < Ly < Ly véges Galois bévitések esetén a Gal(Ls/K) — Gal(L;/K)
0sszekdtd leképezések a megszoritds dltal indukdlt faktorleképezések.

Bizonyitds. Ha 7 € Homg (F, F), akkor 7 nyilvan injektiv, és a [3.2}es Tétel bizonyitasanak
végéhez hasonld gondolatmenet miatt sziirjektiv is, azaz invertalhato. Tehat Gal(F/K) egy
csoport. Tovabba ha 7 € Homg (F, F'), akkor 7-t megszorithatjuk minden L véges Galois
kozbiils6 testre, igy a 7 +— (7)1 egy Gal(F/K) — lim Gal(L/K) csoporthomomorfizmus lesz,
hiszen (71,)r, = 7r,. Az injektivitas vilagos, hiszen ha 7 # id, akkor van olyan o € F', melyre
T(a) # «, de a benne van egy véges bdvitésben is. A sziirjektivitas szintén vilagos, hiszen ha
van 77-eknek egy kompatibilis rendszere, akkor ez megad egy 7: F' — F K-homomorfizmust
a kovetkezSképpen: ha o € F', akkor van olyan L véges bévités, mely tartalmazza a-t. Ekkor
7(a) := 71(a) legyen, és ez nyilvan nem fiigg L valasztasatol, mivel (77,);, kompatibilis volt. [

3.6. Definicio. A K tikéletes test abszohit Galois-csoportjin a Gal(K/K) csoportot ért-
Jik. Ezen értelmezhetd az inverz limesz topoldgia (a Gal(L/K) véges csoportokon a diszkrét
topoldgidat vdlasztva), melyre nézve eqy kompakt csoport, hiszen véges (spec. kompakt) csopor-
tok inverz limesze. Véges csoportok inverz limeszeit provéges csoportoknak nevezziik. Ha K
nem tokéletes, akkor K nem Galois-bévitése K-nak. Ebben az esetben K helyett K maxi-
malis szepardbilis K°% bévitését (,szepardbilis lezdrt”) kell venni az abszolit Galois csoport
definiciojaban.

Hires megoldatlan probléma az inverz Galois-probléma, mely ebben a kontextusban az-
zal ekvivalens, hogy minden véges csoport elGall-e a Gal(Q/Q) csoport folytonos homomorf
képeként, azaz QQ véges bévitésének Galois-csoportjaként.

Hivatkozasok

[1] Pelikan Jozsef, Algebra, http://www.cs.elte.hu/ “pelikan/11_Testek.pdf

[2] Zabradi Gergely, K-homomorfizmusok, szeparabilis bévitések, Galois-elmélet, http://
www.cs.elte.hu/"zger/Algebra4d_2013/szeparabilis.pdf


http://www.cs.elte.hu/~pelikan/11_Testek.pdf
http://www.cs.elte.hu/~zger/Algebra4_2013/szeparabilis.pdf
http://www.cs.elte.hu/~zger/Algebra4_2013/szeparabilis.pdf

	Direkt limesz
	Inverz limesz
	Algebrai lezárt létezése, végtelen Galois-bovítések

