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. Igazoljuk, hogy ha R kommutativ, egységelemes gytirt, akkor R[z] = @neN Rlx]/(z™).
. Igazoljuk, hogy Z, = Z[z]|/(x — p).

. Igazoljuk, hogy kompakt, Hausdorff topologikus Abel-csoportokon az inverz limesz eg-

zakt. Egy X topologikus tér egy topologikus csoport, ha van rajta a egy - miivelet,
amire nézve X csoport, ésaz X x X — X, (v,y) =z -y ésaz 1: X — X leképezések
folytonosak.

. Igazoljuk, hogy F, abszolit Galois-csoportja Gal(F,/F,) = 7 = l&nn Z,, ahol az

fom: Zm — Z, 0sszekots leképezések a Z,,, Z,, ciklikus csoportok kozott a természetes
faktorleképezések (a Z, = (Z/nZ,+) azonositassal) minden n | m-re.

. Igazoljuk, hogy a fent definialt 7 csoport természetes modon gytriivé tehets (vegyiik

észre, hogy Z/nZ is gytri, és 7, ezek inverz limesze), és 7, = I
szorzat). (VO.: kinai maradéktétel.)

Z,, (teljes direkt

peN prim

. Igazoljuk, hogy Q(pu~) egy végtelen Galois-bévitése Q-nak (az Gsszes C-beli egység-

gyokot adjungaljuk Q-hoz), és Gal(Q(e)/Q) = Z* (azaz a Z gyiirti multiplikativ
csoportja). (Mj.: egyébként a Kronecker-Weber tétel szerint ez Q maximalis Abel-féle
bévitése.)

. Igazoljuk, hogy Hom(lim A;, B) = lim Hom(A;, B), ha A;, B Abel csoportok (i € I).

10.

Legyen K(a,b) egy kvaternidalgebra a K test felett (a,b € K*). Tegyiik fel, hogy
char(K') # 2. Ekkor a kvadratikus alakok és a szimmetrikus bilinearis fiiggvények 1 — 1-
értelmtien megfeleltetheték egymasnak.

. Igazoljuk, hogy az x = a+pi+~vyj+0k — z* := a— fi—vj— 0k “konjugélas” (a, 5,7,0 €

K) egy antiinvolucidja K (a,b)-nek, azaz egy olyan K-linearis transzformécio, melyre
(xy)* = y*x*.

Legyen Tr(z) := x + 2* € K, és N(z) := xzz* = z*x € K (miért is?). Igazoljuk,
hogy ha K (a,b) hasadd (azaz K(a,b) = My(K)), akkor Tr a szokasos nyom, N pedig a
determinans.

Igazoljuk, hogy a norma egy nemelfajulo kvadratikus alak a 4-dimenzios K (a, b) vektor-
téren. A kvadratikus alak matrixdnak determinénsa a szokésos bazisban a?b? € (K*)?
tehat diszkriminansa 1. (Egy kvadratikus alak diszkriminansa a matrixa determinansa-
nak osztalya K*/(K*)?U {0}-ban. Vegyiik észre, hogy a determinéns itt fiigg a bézis
valasztasatol, de csak nemnulla négyzetelem szorzé erejéig, hiszen ha A a kvadratikus

alak matrixa, S pedig az Attérési matrix az 1j bazisra, akkor ST AS a kvadratikus alak
métrixa az 0j bazisban, és det(STAS) = det A - (det S)2.)



11. Legyen K (a,b)? a 0 nyomu elemek altere K (a, b)-ben. Igazoljuk, hogy K (a,b)® nem més,
mint az i, j, k vektorok altal generélt altér. Legyen @) egy 1-diszkriminanst nemelfajuléd
kvadratikus alak egy 3-dimenziés K-feletti vektortéren. Bizonyitsuk be, hogy izomorfia
erejéig pontosan egy olyan K(a,b) kvaternidalgebra van, melyre @ ekvivalens az N
norméval, mint kvadratikus alakkal a K (a,b)? 3-dimenzios vektortéren.

127 Igazoljuk, hogy a p-adikus szdmok Q, teste f6l6tt pontosan egy nem hasadé kvaternio-
algebra van izomorfia erejéig.

13** Igazoljuk, hogy minden p primszémra létezik izomorfia erejéig pontosan egy olyan
Q(a,b) kvaternidalgebra, melyre R(a,b) = H és Q,(a,b) ferdetestek, viszont minden
mas ¢ # p primszamra Qy(a, b) = My (Qy).

Igaz, de kifejezetten nehéz a kovetkezo is: Legyen S egy véges részhalmaza a (pozitiv)
primszamok halmazanak és az egyelemi {co} halmaz uni6janak. Ha |S| paros, akkor
létezik pontosan egy olyan Q(a, b) kvaternidalgebra, melyre Q,(a, b) = M5(Q,) akkor és
csak akkor, ha p ¢ S. (Itt Qu a valos szamok R testét jeloli.) Ha |S| paratlan (vagy
nem véges), akkor nincsen ilyen kvaternidalgebra Q f6l6tt.



