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. Mutassuk meg, hogy minden halmaz particiohaléja komplementumos.

. Rajzoljuk le az S5, Ay és Q) csoportok részcsoporthalojat (@) a kvaternioesoport), vala-
mint a D, diédercsoport normélosztohalojat.

. Igazoljuk, hogy modularis halé dualisa is moduléris.

. Legyen L egy modularis halo, és a,b € L. Igazoljuk, hogy [b,a V b] = [a A b, a] izomorf
részhalol L-nek. (Itt az [u, v] intervallum azon x € L-ekbdl all, melyekre u < o < v.)

. Igazoljuk, hogy minden lanc disztributiv hélo.

. Tegytik fol, hogy [ idedlja, F' pedig filtere az L disztributiv halénak. Legyen a = b
(mod 6;) akkor és csak akkor, ha van olyan = € I, melyre a Vax = bV z, és pr a dudlis
modon F-hez rendelt relécio.

(1) Bizonyitsuk be, hogy 6; kongruencia, amelynek I osztalya.

(2) Igazoljuk, hogy ha az I ideal és az F filter olyan, hogy tetszéleges c € I és f € F
esetén mindig ¢ < f, akkor 0; A pr = 0y, (azaz a triviélis kongruencia).

(3)* Mutassuk meg, hogy az egyetlen szubdirekt irreducibilis disztributiv halo a kételemt
halo. (Egy B algebra szubdirekt irreducibilis, ha legalabb kételemt és tetszéleges
J halmazra és A; (j € J) algebrdkra teljesiil a kovetkez: Ha B < [, A; oly
modon, hogy minden j € J esetén a m;: B — A, természetes vetités sziirjektiv,
akkor van olyan j € J, melyre 7;: B — A; izomorfizmus.)

. (Stone tétele Boole-algebrakra) Egy L disztributiv halot Boole-halonak neveziink, ha
nulla- és egységelemes, tovabba komplementumos. A Boole-algebrak azok az algebrai
struktarak, melyeknek van két 0-valtozos mivelete (a 0 és az 1 kijelolése), egy egyvalto-
z0s miivelete (', a komplementumképzés), és két kétvaltozos miivelete (V és A), utobbi
kétvaltozos miveletekre disztributiv halot alkotnak, és ebben a haloban 0 a nullelem,
1 az egységelem, és x' az x komplementuma. Igazoljuk, hogy minden Boole-algebra
izomorf egy alkalmas halmaz Osszes részhalmazaibol all6 Boole-algebra egy részalgebra-
javal.

. Legyen 0,1 € L egy disztributiv hélo, és legyen X az L primideéljainak halmaza. Stone
reprezentacios tétele szerint L izomorf X bizonyos részhalmazainak halojaval, mégpedig
a € L-hez azon I € X-ek A(a) halmazat rendeljiik, melyekre a ¢ I. Vegyiik X-en azt a
topologiat, amit az A(a) alaka halmazok generalnak, mint bazis (azaz az A(a) halmazok
nyiltak). Igazoljuk az alabbiakat

(a) X a fenti topologiaval kompakt.
(b) Az A(a) C X halmazok pontosan az X kompakt-nyilt részhalmazai.



9. Legyen R egy kommutativ, egységelemes gytird, legyen Spec(R) az R primidealjainak
halmaza. Vegyiik Spec(R)-en azt a topologiat, amit azon A(r) C Spec(R) (r € R)
halmazok, mint bazis-nyiltak generalnak, melyekre A(r) azon P <1 R primidedlokbol all,
melyekre r ¢ P. Igazoljuk, hogy Spec(R) kompakt, és Spec(R) kompakt-nyilt részhal-
mazai egy disztributiv halot alkotnak. Minden disztributiv halo el6all ilyen alakban, de
ez nem feladat.



