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. Azt mondjuk, hogy egy o € K erds értelemben vett gyokkifejezés, ha a € K(ay, ..., ay),

ahol minden i = 1,...,-re a; minimélpolinomja K(aq,...,q; 1) felett 2™ — a; alaku.
(Vegyiik észre, hogy ez — latszolag egy erGsebb feltétel, mint az oran tanult o;* €
K(ay,...,a;_1), hiszen ott nem kéveteltiikk meg, hogy a minimalpolinom is ilyen alaku
legyen.)

(a) Igazoljuk, hogy minden egységgyok erds értelemben vett gyokkifejezés. Segitség:
Hasznaljunk indukciét € rendje szerint. Ha e primitiv n-edik egységgyok, akkor
elszor adjungéaljuk K-hoz a ¢p(n)-edik egységgyokoket, melyek az indukcios feltevés
szerint erds gyokkifejezések. Majd vegyiik észre, hogy Gal(K (tpm))(tin)/ K (fpm)))
Abel-csoport, melynek rendje osztoja ¢(n)-nek. A véges Abel-csoportok alaptételét
hasznalva lassuk be, hogy ez a bévités radikalbévitések egymasuténja.

(b) Igazoljuk, hogy minden gyokkifejezés erés értelemben is gyokkifejezés.

Legyen K egy test, és L = K(y1, ..., yn) az n-valtozos K feletti racionalis tortfiiggvények
teste. Igazoljuk, hogy az z" + y12" ' + -+ + y, € L[z] polinom irreducibilis, és a
felbontasi testének a Galois-csoportja S,,. Tehat az altalanos n-edfoki egyenletre nincsen
gyokképlet, ha n > 5.

. Igazoljuk, hogy ha csak az egységhosszu szakasz adott, akkor /2 hosszu szakasz nem

szerkeszthetd.

. Adjunk példat olyan o € R valos szamra, melynek Q feletti foka 4, de mégsem szer-

keszthetd. (Az kell, hogy a felbontasi test foka mar ne legyen 2-hatvany.)

. Mely n egészekre szerkeszthets n fokos szog?

Hatérozzuk meg cos(2m/n) fokat Q f6lott.

10.

11.

Mi 1 + v/2 nyoma és normaja a Q(ﬂ)/@ bévitésben?

. Vegyiik a Q(7)/Q bovitést. Ennek Galois-csoportja Zs, specidlisan ciklikus. Mi itt egy

a + bi alakt szam normaja? Mit mond Hilbert 90-es tétele ebben a speciélis esetben a
Pitagoraszi szamharmasokrol?

Hilbert 90-es tételének felhasznalasaval adjunk 1) bizonyitast arra a tételre, hogy ha K
tartalmazza az n-edik egységgyokoket, és L/ K olyan Galois-b&vités, melyre Gal(L/K) =
Zy, akkor L egy radikalb&vitése K-nak.

Igazoljuk, hogy ha a € K (|K : Q] < o0) egy algebrai egész szam, akkor a nyoma
Trg/g(cr) és a norméja Nk g(a) egész. Segitség: el6szor tegyiik fel, hogy K = Q(a).

Legyen f(x) € Z[z] egy irreducibilis normalt polinom. Tegyiik fel, hogy f Q feletti
felbontési testének Galois-csoportja Abel és f(a) = 0 valamilyen a € C, |a| = 1 szamra.
Igazoljuk, hogy f 6sszes tobbi (komplex) gyoke is 1 abszolutértékd.



127 Igazoljuk, hogy ha « egy olyan algebrai egész szam, melynek az 6sszes Galois-konjugaltja
1 abszolutértékt, akkor a egységgyok.

137 Igazoljuk, hogy ha K < L < M véges bévitések lanca, akkor Nyyx = Npjx o Nay/r.

14. Legyen L/K egy Galois-bdvités. Ebben a feladatban azt latjuk be, hogy van olyan
a € L, melyre {o(a) | 0 € Gal(L/K)} linearisan fiiggetlen K felett, azaz L egy bazisat
alkotja. Az ilyen béazist norméal bazisnak nevezziik.

(@)

Legyen f(x) € K|[z] szeparabilis, normalt polinom, mely L folott f(z) = [[I_,(z —
«;) gyoktényezdk szorzatara bomlik. Legyen g;(z) := % € L[x]. Igazoljuk,

hogy (2) >, gi(x) =1 (,parcialis tortekre bontasa 1/ f(x)-nek”), és

(i) gi(a)gsa) = M i) he ! f‘]

gi(x) mod (f(z)) hai=j.
Legyen L/K Galois-b6vités, mint fent, és a olyan, melyre L = K(«), f pedig «
minimalpolinomja. Legyen Gal(L/K) = {id = oy,...,0,} és oy = o;(a) € L.
Képzziik az A € L[x]™™™ matrixot a kovetkezSképpen: legyen az i-edik sor j-edik
eleme 0;(0;(g1())) € L[z]. Mutassuk meg (az (a) rész segitségével), hogy ATA =1
mod (f(z)) (itt I az egységmatrix).

Tegyiik fel, hogy K végtelen. A (b) részt felhasznalva igazoljuk, hogy van olyan

p € K, melyre det(A(5)) = det(o,04(91(8)))i; # 0. Specidlisan a v = g1(5)
valasztassal a {01(7),...,0n(7)} egy béazisa F-nek, mint K feletti vektortérnek.



