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. Legyen G’ = [G, G| a G kommutatorrészcsoportja, azaz az [a,b] = aba™'b~! (a,b € G)

alaku elemek altal generalt részcsoport G-ben. Mutassuk meg, hogy G’ < G. Igazoljuk,
hogy G’-t az alabbi univerzalis tulajdonsag karakterizélja: Ha A egy tetszGleges Abel-
csoport és p: G — A tetszbleges csoporthomomorfizmus, akkor ¢ atfaktorizalodik G /G'-
n, azaz van olyan ¢: G/G’ — A homomorfizmus, melyre ¢ = @ om, ahol 7: G — G /G’
a természetes faktorleképezés.

. Mutassuk meg, hogy egy G véges csoportra az aldbbiak ekvivalensek:

(i) G-nek van olyan norméllanca (azaz részcsoportoknak egy {1} = Ny << N1 < Ny <
-+ < Np_1 < Ny = G sorozata), melyben az N;,1/N; részfaktorok kommutativak
(i=0,1,....k—1).

(44) Van olyan | > 1 egész szam, hogy G) = 1, ahol G-t induktivan definialjuk a

kovetkezoképpen: G = [G,G](= G') a G kommutdtorrészcsoportja, és GV =
[GED GEY hal > 1.

. Annak felhasznalasaval, hogy n > 5 esetén A, egyszert, igazoljuk, hogy S, nem felold-

hato, ha n > 5. Mutassuk meg tovabba, hogy S, feloldhato.

. Igazoljuk, hogy a feloldhat6 csoportok osztélya zart a részcsoportképzésre és a faktor-

csoportképzésre. Tovabba, ha N <G olyan norméloszto, melyre N és G/N is feloldhato,
akkor (7 is feloldhaté

. Igazoljuk, hogy ha egy irreducibilis polinom egyik gyoke gyokkifejezés, akkor az Osszes

tobbi is az.

Fejezziik az € = cos(27/5) + isin(27/5) primitiv 6t6dik egységgyokot gyokvonasok se-
gitségével. (Segitség: emlékezziink, hogy v/5-6t ki tudjuk fejezni e polinomjaként.)

Fejezziik az € = cos(2n/17) + isin(27/17) primitiv tizenhetedik egységgyokot gyokvo-
nasok segitségével.

. Igazoljuk, hogy az 2" — a € Klx| polinom felbontasi testének Galois-csoportja min-

dig feloldhat¢ (fiiggetleniil K karakterisztikajatol, és attol, hogy milyen egységgyokok
vannak K-ban.

(Artin-Schreier) Legyen K egy p karakterisztikaju test, és L egy p-edfoku Galois-bévitése.
Igazoljuk, hogy van olyan v € L, melynek minimalpolinomja x” —x —a alakt valamilyen
a € K-ra.
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Legyen K egy p-karakterisztikaju test (p prim). Az f(x) € K[z] polinomot additivnak
nevezzilk, ha az f(z +y) = f(x) + f(y) azonossag teljesiil. Igazoljuk, hogy az additiv

polinomok éppen az f(z) = >.1", a;a? alakt polinomok.

Igazoljuk, hogy ha f egy additiv polinom, akkor az f gyokei K-ban részcsoportot al-
kotnak az Osszeadasra nézve.



12* Igazoljuk, hogy a K|x]-beli additiv polinomok gytirtt alkotnak a kompozicidra nézve.
Mi lesz a gytird egységeleme? Mely K testek esetén kommutativ ez a gytri?

13¥ Tgazoljuk, hogy az additiv polinomok gytrtje izomorf a K[p] = {ag+ a1+ -+ a " |
a; € K,i=0,1,...,n} ferde polinomgytirtvel, ahol ¢ és K elemei nem felcserélhetdk,
hanem ¢ - a = Frob,(a)y minden a € K-ra. (Segitség: ¢-nek az 2P additiv polinom fog
megfelelni.)



