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1105 =3-5-7=—(v/=-3)2-5-(2+ +vV/-3)(2 — V/=3). A Z[e]/(105) maximéalis idedljai a 105
primosztéinak felelnek meg asszocialtsag erejéig, tehat dsszesen 4 db van beldlik: (v/—=3), (5),
(2++v/=3), (2 — v/=3). Ezek mind kiilonbozsek (az utolsé két maximalis idedlnal hasznéalhatjuk
a 7. feladatsor 9. feladatat).

2. (5 x Cy-ben minden elem négyzete az egységelem, tehat minden ilyen részcsoportot tartalmaz a
Cy x Cgx Cg x C3x C'5 csoport 2-torzid részcsoportja, azaz azon elemek részcsoportja, melyek rendje
osztoja a 2-nek. Node ez a részesoport Cy x Cg x Cg X C3 X C5[2] =2 Cy x Cy x Cy, hiszen C,,-ben
egyetlen masodrendt elem van, ha n paros, ha pedig n paratlan, akkor egy sem. Tehat a kérdés az,
hogy az Iy f616tti haromdimenzios vektortérben hany kétdimenzios altér van. A kétdimenzids altér
elsé béazisvektorat 23 — 1 = 7-féleképpen valasztjatjuk, a masodik bézisvektort pedig 22 — 2 = 6-
féleképpen (nem lehet az els bazisvektor és a nullvektor). Igy minden kétdimenzios alteret 3 -2 =
6-szor szamoltunk, hiszen minden kétdimenziés altérnek ennyi bézisa van: az elsé bézisvektor
tetsz6leges nemnulla vektor lehet az altérben, a méasodik pedig a 0-tal és az els6 bazisvektortol
kiilonbozik). A valasz tehat Z8 = 7.

3. Valasz: 8 elemt, ez a csoport izomorf a @ kvaterniécsoporttal. Legyen G = (a,b | a* = 1,b* =
a®,aba= = b~ '). Ekkor G minden eleme b a* alakba irhato, ahol 0 < j < 1és0 < j < 4: valoban,
mindkét generator negyedik hatvanya 1 (b* = (b%)? = (a?)?) = a* = 1 és ha egy a-kbol és b-kbdl
allo szoban egy a megeléz (balrol) egy b-t, akkor az ab = b~'a = b3a azonossag hasznalataval
atirhatjuk tgy, hogy az keriil hatrébb. S6t, b = a? miatt ha b legaldbb mésodik hatvanyon van,
akkor b-et a®-re cserélhetjiik. Specialisan |G| < 8. Masrészt a @ kvaterniéesoportban a + 4, b+ j
vélasztéssal teljesiilnek ezek a relaciok, hiszen i* = 1, 42 = j2 = —1 és iji ' = k(—i) = —j = j L.
Specialisan létezik egy G — @) csoporthomomorfizmus, mely sziirjektiv, hiszen ¢ és j generalja Q-t.
Igy |G| > 8 is teljesiil, azaz |G| = 8 (és G = Q).

4. Volt el6adéason, hogy |G| = 48, ezért van benne 3-adrendi elem. Ezt a harmadrendd elemet az
altala generalt részcsoport és a kozéppontos tiikrozés nyilvan centralizélja, tehat az altaluk gene-
ralt 6-odrendd részcsoport is, azaz 6 < |C(g)|. Belatjuk, hogy nincs mas elem a centralizatorban.
Egyrészt (g) hatasa szerint a kocka csuicsainak a palyai 1 vagy 3 elemiiek lehetnek, tehat minden-
képp lennie kell egy A fixpontnak (hiszen 8 cstics van és 3 1 8). Nyilvan a fixponttal atellenes B
csucs is fixpont lesz, méas fixpontja viszont nincs g-nek. Ha gh = hg valamely h € G csoportelemre,
akkor gh(A) = hg(A) = h(A), azaz h(A) is fixpontja g-nek, azaz h(A) = A vagy B. Tehat h benne
van az {A, B} halmaz Stabg({A, B}) stabilizatoraban, azaz Cg(g) < Stabg({A, B}). Mivel A pa-
lyaja Stabg({A, B}) hatéasa szerint kételemt ({ A, B}), ezért | Stabg ({4, B})| = 2| Stabg(A)| = 12.
Viszont Stabg({A, B})-ban van olyan elem, ami nem centralizélja g-t, jelesiil az egyik sikra valo s
tiikrozés, mely A-t, B-t és 1-1 szomszédos csiicsot stabilizal: ez az elem épp az inverzébe konjugalja
g-t. Tehat 6 < |Ca(g)| osztoja a 12-nek, de 12-nél kisebb, igy |Cq(g)| = 6. Specidlisan g és g *
konjugéltak. Ha g, € G egy masik harmadrendd elem, akkor (g) és (g;) egyarant 3-Sylowjai G-nek,
ezért a 2. Sylow-tétel szerint van olyan h; € G, amire hy(g1)h;' = (g). Viszont ekkor hygih; " vagy
g-vel vagy g 1-zel egyenld, hiszen csak ez a két egységelemtd] kiilonbézs elem van (g)-ben. Ha
higih;! = g, akkor kész is vagyunk, ha pedig higih;' = ¢g7!, akkor (shy)gi(sh))™' = sg~ls7! =g,
azaz g1 és g konjugaltak. Megjegyzés: A Sylow-tétel nélkiil is célba érhetiink, ha megallapitjuk,
hogy g konjugéltosztalya |G: Cg(g)| = 8 elemt és pont ennyi harmadrendii elem van G-ben.

5. A sakktabla szimmetridi nem masok, mint a négyzet szimmetriai, azaz a D, csoport. Tehat a
D, csoport hat a szinezések halmazén és a kérdés a palyak szama ennél a hatéasnal. A Burnside
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lemma miatt ez megegyezik a fixpontok atlagos szaméval. Az identitdsnak (225) = 300 fixpontja
van (minden szinezés fixpont). A kozéppontos tiikrozésnek 12 szinezés a fixpontja, hiszen ennyi
atellenes par van a mezdk kozott (a kozépss mezd nem lehet szinezve). A £90°-os forgatas esetében
nincs olyan szinezés, ami fixpont, hiszen a k6zépsé mezé kivételével minden mezd palyaja 4 hosszu a
forgatas altal generalt részcsoport szerint és ezeknek egyszintinek kellene lenni. Végezetiil egy (akar
oldalfelezére, akar atlora valo) tiikrozésnél kétféle szinezés van, ami helyben marad: vagy mindkét
fekete mezG a szimmetritengelyen van (ilyenbdl (g) van, hiszen 5 mez6 van a szimmetriatengelyen),
vagy a maradék 20 mez6 koziil egy atellenes par fekete: ilyenbdl is 10 darab van. Tehat a fixpontok

atlagos szama
300+12+0+0+4-20

8

49 .

. G hat a H-szerinti baloldali mellékosztalyokon a balszorzassal, ami megad egy ¢: G — S, cso-
porthomomorfizmust. Ez nem az azonosan 1, ezért magja nem az egész (G. Viszont G egyszert,
ezért Ker(p) = {1} lehet csak, azaz ¢ injektiv. Viszont Im(y)-ben normaloszté A, NIm(p), mely-
nek indexe legfeljebb 2 (pl. az 1. izomorfizmus tétel miatt: Im(yp)/Im(p) N A, = Im(p)A, /A, <
Sn/An = Cy). Viszont G-vel egyiitt Im(yp) is egyszert, tehat az index nem lehet 2, igy Im(p) < A,,.
Tehat a Lagrange-tétel miatt |G| = |Im(p)| osztoja |A,| = Z-nek.

. Elészor is feltehetjiik, hogy n = |G|, hiszen GLg|(K) részcsoport GL, (K)-ban (s6t, ez igaz a
felsGharomszog-matrixok csoportjara is). Az a) részhez vegyiik észre, hogy G hat sajat magén a
balszorzéssal (Cayley-tétel) és vehetjiik az ennek megfelel§ permutéaciomatrixokat: az n-dimenzios
vektortér béazisvektorait indexeljiik meg a csoportelemekkel (azaz {e, | ¢ € G} legyen a bézis)
és egy h € G-hez rendeljiik hozza azt a permutéciomatrixot, ami az e, bazisvektort ejg-be kiildi
(minden g € G-re). Ez megad egy injektiv ¢: G — GL,(K) csoporthomomorfizmust, azaz G =
Im(p) < GL,(K). A b) részhez tegyiik fel, hogy n = p* és K = F,. Elészor belatjuk, hogy azon
fels6haromszogmatrixok U csoportja, melyeknek fgatlojaban 1l-esek vannak a GL,(F,) csoport
egy p-Sylow részcsoportjat alkotjak. U rendje ugyanis p(g), GL,(F,) rendje pedig (p™ — 1)(p" —
p)--(pt—p , melynek legnagyobb p-hatvany osztéja épp p-p?---p* ! = p@) Na most ha
G = Im(y) egy p-csoport és GL, (F,) részcsoportja, akkor az 1. Sylow-tétel miatt Im(¢) benne van
GL,(F,) egy P p-Sylowjaban, és a 2. Sylow-tétel miatt van olyan s € GL,,(F,), melyre sPs™' = U,
azaz G = sIm(p)s™! < U, azaz G izomorf U egy részcsoportjaval.
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