Algebra3 matematikus szakirany
Zarthelyi dolgozat
2022. november 17.

Minden feladat 10 pontot ér, a dolgozatra csak pontszamot adok, jegyet nem. Az elégsé-
geshez a dolgozatbdl legaldbb 10 pontot és a hazi feladatokkal egytitt legaldbb 40 pontot kell
elérni. A hazi feladatokkal egyiitt 100 ponttol a gyakorlati jegy biztosan jeles (5), 80 ponttol
biztosan legalabb jo (4), 60 ponttol biztosan legalabb kézepes (3). 115 perc van a megoldasra.

1.

Bontsuk primtényezsk szorzatara a 105-6t az Euler-egészek koérében és hatarozzuk meg
a Z[e]/(105) gytird Osszes maximalis idealjat, ahol € egy primitiv harmadik egységgyok
(azaz Ze] az Euler-egészek gytirtje).

Héany Cy x Cy-vel izomorf részcsoport van a Cy x Cg x Cg X C3 x Cj csoportban? (Itt
C,, az n-edrendii ciklikus csoportot jeloli, ha n > 1 egész.)

Hany elemt az (a,b | a* = 1,0* = a? aba™ = b~') generdtorokkal és relaciokkal meg-
adott csoport?

Legyen G a kocka szimmetriacsoportja, g € G pedig egy tetszbleges harmadrendd elem.
Hény elemi ¢ centralizatora G-ben? Igazoljuk, hogy G-ben barmely két harmadrendi
elem konjugalt.

Egy 5 x 5-0s sakktablan két mez6t feketére szineziink, a tobbi 23 pedig fehér. Hanyféle-
képpen lehet ezt megtenni, ha a sakktabla szimmetridival egymasbavihets szinezéseket
nem tekintjiik kiillonb6zének?

Legyen G egy véges egyszeri csoport és H < G egy részcsoport, melynek indexe n =
|G : H| > 1. Igazoljuk, hogy G rendje osztoja %’—nek.

Legyen G véges csoport, n > |G|, p prim, K tetszSleges test.

a) (5 pont) Igazoljuk, hogy ha n > |G|, akkor G izomorf a K-egylitthatos n x n-es
invertalhato matrixok GL,(K) szorzascsoportjanak egy alkalmas részcsoportjaval.

b) (5 pont) Tegyiik fel tovabba, hogy G egy p-csoport (azaz |G| p-hatvany) és K =
F,. Mutassuk meg, hogy ekkor G izomorf az invertalhatod felséhdromszog-mdtrizok
csoportjanak egy alkalmas részcsoportjaval is.

(A D) rész megoldasaban szabad hasznalni az a) részt akkor is, ha az nincs meg.)



