Algebra3 matematikus szakirany
7. gyakorlat
2022. oktober 28.

. Bizonyitsuk be, hogy ha R kommutativ gytird, és R[x] noether, akkor R is az.

. Igazoljuk, hogy minden végesen generalt csoportnak van maximalis részcsoportja, de a racionélis

szamok additiv csoportjanak nincs.

. Igazoljuk, hogy az R integritasi tartomany p # 0 eleme pontosan akkor prim, ha R/(p) nulloszto-

mentes. Adjunk példat (alkalmas R-ben) olyan p primre, amikor ez a gy(ri nem test.

. Van-e Z[z]-ben olyan ideél, ami nem generalhat6 1000 elemmel?

. Legyen d € 7 négyzetmentes (d # 0,1). Hatarozzuk meg a Z[Vd] = {a 4+ bV/d | a,b € Z} gyftird

invertalhato elemeinek (azaz egységeinek) a csoportjat. (Ha d > 0, akkor x-os, azaz beadhato.)

Igazoljuk, hogy az a) Gauk-egészek Z[i] = {a + bi | a,b € Z} gytirtjében b)* a Z[v/2] ¢)* a Z[\/3]
gytirtiben egyértelmi a primfaktorizacio.

A Gaub-egészek Z[i] = {a + bi | a,b € Z} gytrtdjében mik a primek?

10.
11.
12.

A kvadratikus reciprocitds felhasznaldsaval adjunk tj bizonyitast az 2> — x + 1 = 0 (mod p)
kongruencia megoldhatosagat jellemzé tételre (p pozitiv prim).

Bizonyitsuk be, hogy ha 777 = ¢ =1 (mod 3), ahol © Euler-prim, ¢ pedig kézonséges prim, akkor
m és T nem asszocialtak.

(beadandé HF 7 pont) Igazoljuk, hogy ha o Euler-egész és 7 Euler-prim, akkor 7 | ™™ — a.
Mely n-ekre oldhaté meg az 2% + 3y* = n diofantikus egyenlet? *Hany megoldas van?

Legyen d # 0,1 négyzetmentes egész és Q(v/d) az a + bv/d (a,b € Q) alakt szamok teste. Q(v/d)-
nek mely elemei lesznek gyokei egy egész egyiitthatdés norméalt polinomnak?

13.

14.

15.

Nehezebb feladatok

Adjunk példat olyan integritasi tartomanyra, melyben a féidealokra teljesiil a maximum-feltétel,
de tetsz6leges idedlokra nem.

Igazoljuk, hogy ha R (kommutativ) noether gytrii, akkor a formalis hatvanysorok R[z] gytrtje
is noether.

Oldjuk meg az 2% + 243 = y? diofantikus egyenletet.



