Algebra3 matematikus szakirany
3. feladatsor
2022. szeptember 30.

. Legyen g € G egy tetszéleges n rendii elem egy G csoportban, ahol n = p{*...po". Irjuk fel g-t

g=¢1...g, alakban, ahol a g;-k (i = 1,...,r) paronként felcserélhetsk és g; rendje pi.

. Legyen A egy véges Abel-csoport, és p egy primszam. Bizonyitsuk be, hogy A felbomlik két

részcsoportjanak a direkt szorzatara, melyek koziil az egyik egy p-csoport, a mésik rendje pedig
nem oszthato p-vel. Egyértelmt-e a felbontas?

. Legyen A Abel-csoport, n > 0 egész szam, és frjuk az A-beli miveletet additivan. Bizonyitsuk be,

hogy nA := {na | a € A}, és Aln| := {a € A | na = 0} karakterisztikus részcsoportok, azaz ha
@: A — A egy tetszleges automorfizmus, akkor p(nA) = nA, ill. p(A[n]) = Aln].

Hényféleképpen bonthato fel a Z, x Z, csoport két valodi részcsoportjanak direkt szorzatara?

. (beadandé HF) Hany p? rend elem van Z,2 X Z,-ben? Es hany p? rendi részcsoport?

10.

11.

. Legyen G egy csoport és Z(G) a centruma. Igazoljuk, hogy Z(G) karakterisztikus részcsoport

G-ben.

. Igazoljuk, hogy a C,, n-edrendd ciklikus csoport automorfizmuscsoportja izomorf (Z/nZ)*-vel

(azaz a mod n redukalt maradékosztalyok multiplikativ csoportjaval).

. Legyen n > 1 egész és p egy primszam. Igazoljuk, hogy Aut(C, x --- x Cp) = GL,(F,).
—_———

n

Legyen G egy csoport, és H < G egy részcsoport. Ekkor H normalizdtora G-ben az Ng(H) := {g €
G | gHg™' = H}. Igazoljuk, hogy ez a legnagyobb részcsoportja G-nek, amiben H normaloszto.
Bizonyitsuk be, hogy az Ng(H) — Aut(H) természetes homomorfizmus magja Cq(H) = {g € G |
gh = hg Vh € H} (ezt hivjak H centralizatoranak). (Mi ez a természetes homomorfizmus?)

Hany elemd az ((12---n)) < S, részcsoport normalizatora S,-ben?

Legyen G := GL,(C), és T' < G a diagonalis invertalhaté méatrixok csoportja. Bizonyitsuk be,
hogy Cq(T) = T. Melyik ismert csoporttal izomorf Ng(7T)/T?7 Probaljuk meg altalanositani a
feladatot C helyett més testre.

12.

Legyen G egy csoport, H < G és X egy halmaz, amin G tranzitivan hat, és x € X tetsz6leges.
Adjunk meg egy bijekciot az X-beli H-orbitok és a (H, Stabg(z)) par kettds mellékosztéalyai kozott.

13.
14.

15.

16.

Nehezebb feladatok
Adjunk példat olyan H < G csoportokra és g € G elemre, melyre gHg ' < H.
Adjunk példat olyan G (végtelen) csoportra, és H < G valodi részesoportra, melyre G = gec YHY

Legyen U < G = GL,(C) azon fels6haromszog-matrixok csoportja, melyekben a f6atlo elemei
l-esek. Mi Ng(U)?

Legyen G = GL,(C) és B az invertalhato fels6haromszog-métrixok részcsoportja. Igazoljuk, hogy
pontosan n! darab kettds mellékosztalya van G-nek a (B, B) par szerint és a permutacié matrixok
egy reprezentansrendszert alkotnak.
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