Algebra3 matematikus szakirany
Dolgozat 2020. november 9. — megoldasok

. Egyszert mtrixszorzas mutatja, hogy a centrum azon matrixokbol all, melyekre a = b =
0, ¢ € R tetszbleges.

. Vegyiik észre, hogy H = {1,(12),(34), (12)(34)}. PL g = (23) j6 lesz, mert g(12)g~ ! =
(13) ¢ H.

. Legyen G a szimmetriacsoport. Az egyik (P jeli) piros lap palyaja 2 elemi (csak a
sajat magaba vagy a maéasik piros lapba mehet, de a maésik piros lapba at is tudjuk
vinni a lappal parhuzamos lapfelezd sikra valo tiikrozéssel). Tehét a pélya-stabilizator
lemma szerint |G : Gp| = 2. A K kék lappal parhuzamos tiikrozés P-t fixen hagyja,
ezért K stabilizatora Gp-ben szintén |Gp : Gpk| = 2 indextd. Tovabba a Z z6ld lappal
parhuzamos tiikrozés P-t és K-t is stabilizalja, azaz |Gpk : Gpr z| = 2. Végil Gpk z
méar 1 elemd, hiszen a harom lap kozos cstucsat és az azzal szomszédos csticsokat is
minden Gp g z-beli szimmetria stabilizalja. Tehat |G| = 23 = 8.

. Egy g € Cy x Cg x (5 x (5 elem rendje megegyezik a komponensei rendjének a legkisebb
kozos tobbszorosével. Tehat egy 2-hatvany rendd elem Cs-beli komponense csak az
egységelem lehet. Vegyiik észre tovabba, hogy legfeljebb 2 rendid elem mindhérom 2-
hatvanyrend( direkt dsszeadandéban 2 darab van, azaz dsszesen 23 = 8 darab. Masrészt
Cs-ban 4 darab 8-adrendd elem van, ezért Osszesen 4 - 4 - 2 = 32 darab 8-adrendii elem
lesz, hiszen a Cy-beli és a Cs-beli komponens tetszéleges. Végezetiil a negyedrendi
elemek szama |Cy x Cy x Cy| — 8 — 32 = 24.

. El6szor is a szabalyos tetraédernek 6 éle van, ezért ezeket 4 szinnel 45 = 212 = 4096-
féleképpen lehet kiszinezni (szamozottan, azaz minden szinezést kiilonbozonek tekint-
ve). Masrészt a szabélyos tetraéder szimmetriacsoportja Sy, ebben az iranyitastarto
transzforméaciok részcsoportja A4. Tehat A, palyainak a szamat kérdezziik a lehetséges
szinezéseken. A Burnside-lemma szerint a palyak szama megegyezik a csoportelemek
fixpontjainak atlagos szaméaval. A, elemei az egységelem (1 darab), a harmasciklusok (8
darab), illetve diszjunkt transzpoziciok szorzatai (3 darab). Az egységelemnek nyilvan
4096 fixpontja van. Ha vesziink egy harmasciklust, amely pl. az A cstcsot fixalja akkor
egy szinezés annak pontosan akkor fixpontja, ha az A-bdl kiindulé élek mind egyformék,
és a masik 3 csticsot Osszekots élek is mind egyforméak. Tehat 4% = 16 darab fixpont
van. Végezetiil két diszjunkt transzpozicié szorzatdnal minden él a vele atellenes élbe
megy, tehat egy szinezés pontosan akkor fixpont, ha az atellenes élek azonos szintiek.
Mivel harom atellenes par van, ezért 43 = 64 fixpont van. Tehét a fixpontok atlagos

. 618.4243.43
széma, % = 416.

. Ha n > 1, akkor n-nek van egy p primosztoja, tehat elegendd belatni az allitast n =
p esetén, hiszen ha G egy 3p? rendd nemkommutativ csoport, akkor G x C,2 /p? JO
lesz, ahol Cyz /2 ciklikus. Vegyiik a C, x C, csoportot, tanultuk, hogy ennek GL;(IF))
az automorfizmuscsoportja. Tovabba |GLa(F,)| = (p* — 1)(p* — p), ami tetsz6leges p
prim esetén oszthatd 3-mal, hiszen oszthaté harom egymést kovetd egész szorzataval
((p — )p(p + 1)). Cauchy tétele szerint igy GLy(F,)-ben van 3-adrendi elem, ezért
létezik a (C, x C,) x C3 nemkommutativ szemidirekt szorzat, ami 3p? rendii.

1



7. Legyen |G| = 259 &s tegyiik fel, hogy G egyszerd. Ekkor G-ben az 5-Sylowok szdma
egyrészt = 1 (mod 5), masrészt osztoja 2* = 16-nak. Ha egyetlen 5-Sylow van, akkor az
normaloszto, ezért sziikségképpen 16 darab van, hiszen 2,4,8 # 1 (mod 5). Tekintstiik G
hatasat a konjugaléassal az 5-Sylowok halmazan. Ez a hatés tranzitiv, ezért kapunk egy
¢: G — Sig csoporthomomorfizmust, ami nem trivialis. Mivel G egyszert és Ker(¢) <G,
ezért ¢ injektiv. Viszont |G| = 2459 1 |Si6| = 16! (pl. mert a 16! primfelbontasédban az
5 csak harmadik hatvanyon szerepel), ami ellentmond Lagrange tételének.



