Algebra3 matematikus szakirany
9. gyakorlat
2020. december 11.

. Legyen A 4 B % ¢ — 0 R-modulusoknak egy egzakt sorozata, M pedig egy tetszéleges
R-modulus. Bizonyitsuk be, hogy a

0 — Hompg(C, M) L Hompg(B, M) & Homg(A, M)

sorozat is egzakt, ahol v € Hompg(C, M) esetén g*(y) = yog és B € Homg(B, M) esetén
f(B)=pof.

. (beadand6 10 pont) Kigy6 lemma:
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A fenti kommutativ diagramban a két kozépss sor egzakt. Bizonyitsuk be, hogy ekkor
a

0 — Ker(a) — Ker(8) — Ker(y) KN Coker(a) — Coker(f) — Coker(y) — 0

sorozat is egzakt, ahol ¢: X — Y (modulus)homomorfizmusra Coker(y¢) := Y/Im(p) a
¢ komagja. A fenti sorozatban minden leképezést az diagram soraiban levs leképe-
zések indukélnak, kivéve 0-t, melynek megkonstrualasa a feladat része.

. Legyen 0 — Zy — Z; — Zs — 0 Z-modulusoknak rovid egzakt sorozata. SzétesG-e ez a
sorozat?

. Van-e olyan 0 — Zy — Zy @& Zy — Zy — 0 rovid egzakt sorozat, ami nem szétesG?

. Legyen R integritasi tartomany, M egy R-modulus, m € M. Azt mondjuk, hogy m
torzidelem, ha Anng(m) # {0}. Jelolje T' a torzidelemek halmazat. M-et torziomentes
modulusnak nevezziik, ha T = {0}, torzidmodulusnak, ha T = M. Igazoljuk, hogy T
részmodulusa M-nek, és hogy M /T torzibmentes.

. Bizonyitsuk be, hogy integritasi tartoméany felett minden projektiv modulus torziémen-
tes.

. Igazoljuk, hogy ha A torzidémentes Abel-csoport, D pedig oszthaté Abel-csoport, akkor
Homy (A, D) oszthaté Abel-csoport.

. Bizonyitsuk be, hogy az M R-modulus akkor és csak akkor injektiv, ha minden L <, R
balidealhoz és minden f: K — M (modulus) homomorfizmushoz van olyan g: R — M
(modulus) homomorfizmus, melyre g, = f.

. Igazoljuk, hogy Z /27 ®4 7./37 = 0.



10. Igazoljuk, hogy Z/mZ @z Z/nZ = Z](m,n)Z.

11. Bizonyitsuk be, hogy ha T torzi6-, D pedig oszthaté Abel-csoport, akkor D ®z T = 0.

12. Igazoljuk, hogy R ®r M = M, ha M egy bal R modulus.

13.

14. Igazoljuk, hogy ha V' és W végesdimenzios vektorterek a K test folott, akkor dimg (V&
W) =dimg V dimg W.

15. Legyen R egy kommutativ gytrd, M, N, K tetsz6leges R-modulusok. Igazoljuk az
alabbi izomorfizmusokat.

(a) M®RNgN®RM

(b) (M @r N)®@gr K= M ®pr (N g K).

(c) M@ N)er K =2 (M ®g K)® (N ®r K). Igaz marad az allitas végtelen sok
tényezGs direkt Osszegre? Es direkt szorzatra?

16. Igazoljuk, hogy ha P projektiv R-modulus, akkor a P-vel val6 tenzorszorzéas egzakt,
azaz rovid egzakt sorozatot rovid egzaktba visz. Az olyan modulusokat, melyekkel valo
tenzorszorzas egzakt, lapos modulusoknak nevezziik.

Nehezebb feladatok

17. Igazoljuk, hogy (kommutativ) lokélis gytrd f6l6tt minden végesen generalt projektiv
modulus szabad. (Az allitas igaz nem feltétleniil végesen generalt projektiv modulusokra
is.)

18. Igazoljuk, hogy Q lapos Z-modulus, de nem projektiv.

19. Igazoljuk, hogy egy Abel-csoport pontosan akkor lapos, ha torzidmentes.

20 Legyen R egy noether-féle integritéasi tartoméany és M egy végesen generalt R-modulus.

Igazoljuk, hogy M akkor és csak akkor lapos, ha projektiv.



