Algebra3 matematikus 1. ZH megoldasok (2012. oktober 26.)
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1. Azokat az (c d) matrixokat keressiik, melyekre (c d) (1 0) = (0 0) (bal an-

nullator). Tehat a bal annullator € My(C) |a+b=c+d=0;, ajobb annullator

b
d
0
d) € Mz(C)}.

2. Azt kell belatni, hogy minden a + bi (a,b € Z) Gaub-egészhez egyértelmien létezik
olyan 0 < k < 9 egész szam, melyre a + bi = k (mod 3 + i). A létezéshez vegyiik észre,
hogy egyrészt a + bi = a — 3b (mod 3 + ¢), masrészt 10 = (3 —4)(3 +14) € (3+1). Az
egyértelmiiséghez tegyiik fel, hogy valamilyen 0 < ky < ky < 9-re 3+ ¢ | ko — ky. Ekkor
10 = N(3+1) | N(ky — k1) = (kg — k1)?, ami ellentmondés, hiszen 0 < ko — k; < 10.

3. Legyen R egy 4-elemt gytird. Ekkor a véges Abel-csoportok alaptétele szerint R ad-
ditiv csoportja kétféle lehet izomorfia erejéig: vagy Zy vagy Zs X Zs. Az els6 esetben (mi-
vel a gylird egységelemes) a szorzast mar egyértelmiien meghatarozza az Gsszeadas, hiszen

Q4+ 4+ +---+1)=1-14---41-1,é51-1=1, ha 1 az egységelem. Vegyiik észre

pedig (hasonlé szamolassal) { (2

tovéblgé, hogy 1 sz?ikségképpen a Z;Eyel izomorf additiv csoport egyik generatoreleme, hiszen
ha 1= a+a, akkor 1-1 = (a+a)(a+a) =a®+a®+ a* + a® = 0, ami abszurd.

A maésodik esetben az additiv csoport Zy X Zs-vel izomorf, tehat R = {0,1,a,b =1+ a}.
A kérdés csak az, hogy mennyi a?, mivel ez mar meghatéirozza a szorzastablazat tobbi elemét.
4eset van: (i) a’?=0= b’ =da*+2a+1=1,(i1)a>=1=0*=a’>+2a+1=0, (iii) a®> = a
=0 =ad"4+2a+1=0b, (iv)a>=a+1= b =a*>+2a+1=0b+ 1. Ezek koziil az elst két
gytird izomorf (az izomorfizmust a és b megcserélése adja).

Tehét izomorfia erejéig 4 ilyen gytrd van: Z/(4), Z/(2)[a]/(a?), Z/(2)[a]/(a* + a) és
Z/(2)]a)/(a* + a+1).

4. Az ¢: M — M R-linearis leképezéseket keressiik. Mivel K-t azonosithatjuk a ska-
larmatrixokkal (amik benne vannak R-ben), ezért minden ilyen leképezés K-linearis is, azaz

egy (Z 2) (a,b,c,d € K) matrixszal valo szorzasnak felel meg. Vegyiik észre, hogy az R-

0 =z

a b u v U v a b .
akkor (c d) (0 z) = <0 z) (c d)' Az up = 21 = 0, v;1 = 1, ill. us = vy = 0,

29 = 1 valasztasokkal azt kapjuk, hogy a = d és b = ¢ = 0, azaz (CCL b) skalarmatrix.

linearitas azt jelenti, hogy r € R-re és m € M-re ¢(rm) = rp(m), azaz ha r = (u U),

d
A skalarmatrixok pedig valoban felcserélhet6k minden maétrixszal, tehat Endg(M) izomorf
a skalarmatrixok gytrtjével, azaz K-val, specidlisan test. A masik allitashoz vegyiik észre,

hogy {(g) | x € K} részmodulus M-ben, tehat M nem egyszert.
Megjegyzés: A feladat azon mult (és ugy késziilt), hogy M két nemizomorf egyszeri

modulusnak a nemtrivialis bévitése, azaz van egy
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nem hasado rovid egzakt sorozat, ahol A és B nemizomorf egyszerd modulusok. Tehat ime
egy koncepciozusabb bizonyitas (amibdl sajnos csak annyi jon ki, hogy Endg(M) ferdetest):
Elgszor belatjuk, hogy M egyetlen nemtriviélis részmodulusa Im(a) = Ker(f3), ha M teljesiti
a fenti feltételt. Legyen ugyanis 0 # C' < M részmodulus. Mivel A egyszert, ezért Im(«) is
az, tehat C'NIm(a) = 0 vagy Im(a). Az elsS esetben [ injektiv (hiszen Ker(f) = Im(«)), és
mivel B is egyszert, ezért §(C) = B, azaz 3 egy izomorfizmust ad C' és B kozott. Ez esetben
Bic inverze egy B — M szelést adna, amirdl feltettiik, hogy nem létezik. Tehat Im(a) C C,
azaz Im(a) = C, hiszen B = M/Im(«) egyszerd. Ha most ¢ € Endg(M) egy nem nulla
endomorfizmus, akkor ¢ vagy injektiv, vagy magja az egyetlen nemtrividlis részmodulus.
Elsbbi esetben Im(y¢) = M nem egyszert, ezért az egész M (hiszen a kép se nem 0, se nem
Ker(f), mert utobbi egyszerti). A masik esetben Im(yp) = M/Ker(p) = M/Ker(5) = B
egyszerd, tehat a kép csak Im(«) lehetne, ami ellentmondéas, hiszen A és B nem izomorfak.
Azt kaptuk, hogy ha ¢ nem nulla endomorfizmus, akkor bijektiv, tehéat invertalhato. HF
ellendrizni, hogy a mi esetiinkben a rész és a faktor valoban nemizomorf egyszerid modulusok.

5. Legyen @ = Y o= x;p" € Z,. Rendeljiikk hozza z-hez a @, piy0 — iy leképezést a
kovetkezsképpen: ha (i € fi,00 egy primitiv pF-adik egységgydk, akkor legyen ¢, ((x) := (¥ =

kafzol “*" Ekkor ¢, nyilvan egy homomorfizmus, masrészt az @,44(Ck) = 02 (k) ey (), azaz
az x — @, leképezés egy Z, — Homy(pp, tip) homomorfizmus. Mivel £ > 0 tetszéleges,
ezért ez a homomorfizmus injektiv. Masrészt ha ¢ € Homg(ppe, fpe) egy homorfizmus,
akkor ¢((x) is egy pF-adik egységgyok. Mivel e csoport ciklikus, egyik generéatora (y, ezért
©(C) = ("o alkalmas 0 <z, < p¥ — 1 egész szamra. Vegyiik észre, hogy ekkor ¢({) = (%
tetszéleges ¢ € pyr-ra, hiszen ¢ multiplikativ és ¢ valahanyadik hatvanya (;-nak. Specidlisan
ha m < k, akkor (o™ = p(Cn) = ", azaz Ty = Ty (mod p™), azaz |[Tpx — Tpmlpy <
p~™. Tehat az (2,4 )ken sorozat Cauchy, ezért konvergens Q,-ben, és mivel minden tagjanak
abszolutértéke legfeljebb 1, ezért a hatarérték Z,-beli. Ha z,-vel jeloljiik a limeszt, akkor
O = g, azaz a T — @, leképezés sziirjektiv, igy izomorfizmus.

6. Jeloljik Z(R)-rel a centrumot (ez egy részgytri), és legyen a,b € R tetsz6leges. Ekkor
(a+b)*>—(a+0b)— (a* —a) — (b* —b) = ab+ ba € Z(R), specialisan b + aba = a(ab+ ba) =
(ab + ba)a = ba? + aba. Ebb6l a®b = ba?, ami pont azt jelenti, hogy a* € Z(R), hiszen b
tetsz6leges volt. Igy a = a® — (a®> — a) € Z(R), azaz R = Z(R) kommutativ, hiszen a is
tetszbleges volt.

7. Legyen R Noether. Mivel minden végesen generdlt modulus el6all, mint egy végesen
generalt szabad modulus faktormodulusa, és végesen generalt modulus homomorf képe is vége-
sen generalt (a generatorok képei generaljék), ezért az éllitast elég belatni szabad modulusra.
Tehét legyen M < gR¥ = RR®--- @ rI egy részmodulus. Jeloljiik tovabba m;-vel az i-edik
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koordinatéara valo vetitést (1 < i < k). Az allitast k szerinti indukcioval bizonyitjuk. Ha k = 1,
akkor M egy idedl R-ben, ami végesen generalt, hiszen R noether. Tegyiik fel, hogy az allitast
tudjuk k — 1-rangt szabad modulusra. Ekkor M NKer(m;) végesen generalt, hiszen pRF~1-nek
része. Legyen aq, . .., a; egy generatorrendszer M NKer(m )-ben. Masrészt m (M) < gR is vé-
gesen generdlt a k = 1 eset miatt, ezért valasszuk by, ..., b, € M-et ugy, hogy m(b1), ..., m1(bs)
generalja m(M)-et. Ekkor ay,...,a;,by,...,bs generdlja M-et: Legyen m € M. Ekkor
mi(m) felithato m(m) = 375, rjmi(b;) alakban, ezért m — > 27 r;b; € M N Ker(m), te-
hat m — 330 b = S rha; alkalmas r;, 7} € R elemekkel. A megforditas trivialis, hiszen
rR részmodulusai épp az ideélok.



