
Algebra3 matematikus szakirány
1. ZH

2012. október 26.

A maximális pontszám minden feladatra 1 pont. A ZH jegye a pontszám egészrésze.
Használni minden írott és nyomtatott segédezközt lehet – számológépet, mobiltelefont viszont
nem. A rendelkezére álló idő 120 perc. Minden beadott lapon szerepeljen a szerző neve.
Mindenkinek eredményes feladatmegoldást kívánok!

1. Legyen A =

(
1 0
1 0

)
. Határozzuk meg a 2× 2-es komplex mátrixok M2(C) gyűrűjében

az A elem bal és jobb annullátorát.

2. Bizonyítsuk be, hogy Z[i]/(3+i) ∼= Z/(10). (Itt Z[i] = {a+bi | a, b ∈ Z} a Gauß-egészek
gyűrűje.)

3. Mi lehet egy négyelemű gyűrű additív csoportja? Határozzuk meg izomorfia erejéig az
összes 4 elemű egységelemes gyűrűt.

4. Legyen R =

{(
a b
0 c

)
| a, b, c ∈ K

}
a felsőháromszögmátrixok gyűrűje (K test). A

2 × 1-es oszlopvektorok M =

{(
x
y

)
| x, y ∈ K

}
tere bal R-modulus lesz a szokásos

mátrixszorzással (ezt nem kell bizonyítani). Mutassuk meg, hogy EndR(M) test, de M
nem egyszerű modulus (tehát nem igaz a Schur-lemma megfordítása).

5. Jelöljük µp∞-nel az összes p-hatványrendű komplex egységgyök csoportját a szorzásra
nézve. Igazoljuk, hogy HomZ(µp∞ , µp∞) ∼= Zp mint Abel-csoportok (itt Zp a p-adikus
egészek csoportja az összeadásra nézve).

6. Legyen R egy gyűrű. Tegyük fel, hogy minden a ∈ R-re a2−a benne van R centrumában
(azaz minden R-beli elemmel felcserélhető). Igazoljuk, hogy R kommutatív.

7. Igazoljuk, hogy egy R kommutatív egységelemes gyűrű pontosan akkor Noether, ha
minden végesen generált R-modulus összes részmodulusa is végesen generált.
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