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. Nevezziik egy M modulus L < M részmoduluséat lényegesnek (angolul: essential, jel.:

L <. M), ha minden 0 # N < M részmodulusra L. N N # 0. Bizonyitsuk be, hogy
minden N < M részmodulushoz van olyan N’ < M részmodulus, melyre N N N’ =0
és N @ N' = N + N’ lényeges részmodulusa M-nek.

. Nevezziik egy M modulus egyszeri részmodulusainak osszegét M talpdnak (angolul:

socle, jel.: soc(M)). Bizonyitsuk be, hogy soc(M) =, 5 L.

. Az M modulus pontosan akkor féligegyszeri, ha nincs valodi 1ényeges részmodulusa.

. Egy G csoport talpa alatt a minimalis normélosztoi altal generalt részcsoportot értjiik

(jel.: soc(@)). Bizonyitsuk be, hogy soc(G) karakterisztikus egyszerd csoportok direkt
szorzata (azaz olyan csoportoké, amiknek nincsen nemtrivialis karakterisztikus részcso-
portja).

. Igazoljuk, hogy

(1) Izomorf egyszerii csoportok direkt szorzata karakterisztikusan egyszert.

(i) Ha a G karakterisztikusan egyszerd csoportnak van minimalis normalosztoja (pl.
G véges), akkor G izomorf egyszert csoportok direkt szorzata.

6. (i) Mutassunk példat olyan karakterisztikusan egyszeri csoportra, aminek nincs mi-
nimalis részcsoportja.
(1) Mutassunk példéat olyan modulusra, aminek nincs egyszerd részmodulusa.
7. Igazoljuk, hogy J(R/J(R)) = 0.

10.

11.

12.

. Igazoljuk, hogy J(R)-ben nincs nem nulla idempotens elem.

Mi Z, Jacobson-radikélja? Es Z,[X]-6? (Itt Z, a p-adikus egészek gytirtjét jeldli.)

Legyen K test. Mi a K feletti n x n-es fels6haromszog-matrixok gytirtjének Jacobson-
radikélja?

Igazoljuk, hogy egységelemes gytirtd Jacobson-radikalja csak akkor lehet direkt Ossze-
adando, ha 0.

Adjunk példat olyan nem végesen generalt M modulusra alkalmas R gytird felett, amire
nem igaz a Nakayama lemma &llitésa.

13.

Egy M R-modulusrél azt mondjuk, hogy artin, ha részmodulusaira teljesiil a mini-
mumfeltétel. Hasonloképp M noether, ha részmodulusaira teljesiil a maximumfeltétel.
Legyen 0 - A — B — C' — 0 (baloldali) R-modulusoknak egy rovid egzakt sorozata.
Igazoljuk, hogy

a) B artin & A és C artin.



b) B noether & A és C noether.

14. M noether és artin < M-nek van véges kompozicidlanca (ezt tgy is nevezik, hogy M
véges hosszi).

15. Ha R balnoether (balartin) és M végesen generélt baloldali R-modulus, akkor M noether
(artin).

16. Legyen M egy (R, S) bimodulus (R és S gytrik). Igazoljuk, hogy ekkor A = 0 5=
{ (6 7:) |r€ Rym € M,s € S} akézenfekvs miiveletekkel gytirid, amit mint additiv
Abel-csoportot azonosithatunk R & M @ S-sel.

17. R balideal, S jobbideal, M pedig nilpotens kétoldali ideal A-ban. R @ M és M & S
kétoldali idealok A-ban, A/(R® M) = S, A/(M & S) =2 R. R® S részgytird A-ban.

18. a) A balidealjai I} @ I, alaktak, ahol I, balideal S-ben, I; pedig R & M-nek M Iyt

tartalmazo baloldali R-részmodulusa.

b) A jobbidealjai J; @ J, alaktak, ahol J; jobbideal R-ben, J, pedig M @& S-nek J; M-et
tartalmazo jobboldali S-részmodulusa.

c) Aidealjai K& K@ K5 alakaak, ahol Ky <R, K2<15, Ky pedig M-nek K1 M+ M K-t
tartalmazo (R, S)-részbimodulusa.

19. a) A bal- (jobb-) noether < R és S bal- (jobb-) noether és M mint baloldali R-modulus

(jobboldali S-modulus) noether.
b) Ugyanez artinra noether helyett.

20. Igazoljuk, hogy A = <(% %) balnoether, de nem jobbnoether és se nem bal-, se nem

jobbartin.
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21. Igazoljuk, hogy A = balnoether és balartin, de nem jobbnoether, és nem

0 Q
jobbartin.



