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Algebra3 matematikus szakirany
8. gyakorlat
2012. november 16.

A Zi5 12-rendi ciklikus Abel-csoportban direktosszeadando-e az egyetlen masodrendi
részcsoport?

(a) Igazoljuk, hogy kommutativ gytiri feletti ciklikus modulus barmely generatorele-
mének ugyanaz az annullétora.

(b)* Adjunk példat olyan nemkommutativ nullosztomentes gyftirtire, ahol ez nem fel-
tétlentil igaz, s6t, van olyan ciklikus modulus, melyben minden elem torzi6 (azaz
annullatora nem 0), de a modulus hiiséges, azaz globalis annullatora 0.

. Igazoljuk, hogy ciklikus modulus homomorf képe is ciklikus.

Legyen R egy integritasi tartomany. Igazoljuk, hogy egy R feletti n x n-es matrix
pontosan akkor invertalhato, ha determinansa egység R-ben.

Legyen R egy integritési tartomany. Nevezziik a by, ..., b, € R* elemeket R* egy bazi-
sanak, ha RF = @;?:1 Rb;. Igazoljuk, hogy by, ..., b, pontosan akkor bazis RF-ban, ha
az oszlopvektoraikbol képzett k X k-as matrix R felett invertalhato.

Innentél kezdve az R mindig egy f6idealgytrtt jelol.

. Igazoljuk, hogy ha M végesen generalt R-modulus és p € R egy prim, akkor M (p) =

M/p"M elég nagy n-re.

Legyen V' egy végesdimenzios vektortér a K test felett, és ¢ € Endg (V) egy lineé-
ris transzformécio. Ekkor V' egy modulus a Klz] polinomgytiri felett az xv := p(v)
szorzassal. Legyen V = @le K[z]/(pi") a ciklikusok direktosszegére valod felbontas,
ahol p; € K[z] irreducibilis polinomok. Igazoljuk, hogy ¢ minimélpolinomja épp a p*
polinomok legkisebb kézds tobbszorose, a karakterisztikus polinomja pedig a pj" po-
linomok szorzata (mindketté konstans szorzo erejéig). Adjunk tehat aj bizonyitast a
Cayley-Hamilton tételre.

Legyen M < R* egy tetszolegese részmodulus R¥-ban, és ¢1,...,¢, € M egy tetszd-
leges generatorrendszer M-ben. Tekintsiik azt a k X n-es A(M) matrixot, melynek
oszlopai a g; elemek koordinatavektorai. Megforditva, tetsz6leges k x n-es A méatrixra
vehetjiik azt az M(A) részmodulust RF-ban, melyet A oszlopvektorai generdlnak. Le-
gyen B € GL4(R), ill. C € GL,(R). Igazoljuk, hogy AC ugyanannak az M < R*
modulusnak felel meg, mint A, csak méas generatorokat vélasztottunk. Masrészt BA
is ugyanannak a modulusnak a matrixa (ugyanazokkal a genratorokkal), csak masik
bazisban. Specialisan R*/M(A) = R*/M(BAC).

Legyen M < R*. Igazoljuk, hogy alkalmas B és C invertalhaté matrixokkal az A(M)
métrix olyan norméalalakra hozhato, melynek f6atlojan (azaz a bal fels§ sarokbol kiindulo
4tl6n) kiviil minden elem 0. Specidlisan az R*/M faktormodulus ciklikus modulusok
direkt Osszegeként &ll els, ami egy 1j, algoritmikus (Zorn-lemmaéatol fiiggetlen) bizonyi-
tast ad a végesen generalt modulusok alaptételére, hiszen minden modulus el6all szabad
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modulus faktormodulusaként. Segitség: tegyiik fel elGszor, hogy R euklideszi gytird, és
hasznaljunk Gauf-eliminacidhoz hasonlé elemi atalakitésokat.

Hogyan alkalmazhat6 a fenti médszer matrixok Jordan-féle normalalakjanak meghaté-
rozasara?

[gazoljuk, hogy végtelen test f6lott egy linearis transzformécionak akkor és csak akkor
van véges sok invarians altere, ha minimalpolinomja a karakterisztikus polinomjanak
nem 0 konstansszorosa. Hany invaridns altér van ilyenkor?



