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. Igazoljuk, hogy az a leképezés, mely egy adott GG csoporthoz a kommutétorrészesoportjat
rendeli, egy Groups — Groups funktor, de az a leképezés, mely G-hez a Z(G) centrumot
rendeli, nem az.

. Bizonyitsuk be, hogy ha T torzié Z-modulus, D pedig oszthat6 Abel-csoport, akkor
D ®;T = 0.

. Legyen R és S egységelemes gytrt, és ¢: R — S egy (egységelemet egységelembe vivd)
gytrithomomorfizmus, M pedig egy bal R-modulus. Ekkor S jobb (és bal) modulus lesz
R folott az - s := p(r)s szorzassal, tehat képezhetjiik a S®pg, M tenzorszorzatot, mely
az s- (' ®@m) := (ss') ® m szorzassal bal S-modulus lesz. Igazoljuk, hogy ha I < R ideal
R-ben, és p: R — S = R/I a természetes vetités, akkor (R/I) g M = M/IM mint
R/I-modulusok, ahol IM = {37"  a;m; |0 <n € Z,s; € [,m; € M}.

. Legyen R és S egységelemes gytiri. Egy M Abel-csoportot (R, S)-bimodulusnak neve-
ziink, ha M-en értelmezve van R elemeivel egy balszorzas, S elemeivel pedig egy jobb
szorzas, melyre nézve M bal R-modulus és egyben jobb S-modulus is lesz, s6t, a két
miivelet egymassal felcserélhetd, azaz (rm)s = r(ms), har € R, m € M, s € S. Igazol-
juk, hogy ha M egy (R, S)-bimodulus, N pedig egy bal S-modulus, akkor M ®g N egy
bal R-modulus.

. Igazoljuk, hogy R ®@r M = M, ha M egy bal R modulus. Az izomorfizmus val6jaban
nemkommutativ R esetén is R-modulusoknak egy izomorfizmusa, hiszen R egy (R, R)
bimodulus.

. Igazoljuk, hogy ha V' és W végesdimenzios vektorterek a K test folott, akkor dimg (V&g
W) =dimg V dimg W.

. Igazoljuk, hogy ha R egy kommutativ egységelemes gyiirt és n # k pozitiv egész szé-
mok, akkor RR @ --- @ rR ¥ grR® --- D gR mint R-modulusok (v.6. 6. feladatsor 14.*
b "

feladat).

. Legyen R egy kommutativ gytird, M, N, K tetsz6leges R-modulusok. Igazoljuk az
alabbi izomorfizmusokat.

(a) M@RNgN(X)RM

(b) (M ®@p N)®r K 2 M ®g (N ®@r K).

(c) M@ N)er K =2 (M ®g K)® (N ®gr K). Igaz marad az allitas végtelen sok

tényezGs direkt Osszegre? Es direkt szorzatra?

. Adjunk példat olyan A < B és M Abel-csoportokra, tovabba a € A és m € M elemekre,
hogy a ® m = 0, ha azt a B ® M csoportban értelmezziik, de nem nulla, ha azt az
A® M csoportban értelmezziik, s6t A ® M nem is izomorf B ® M egy részcsoportjaval.



(Ha A direkt dsszeadandoja B-nek, akkor ez nem fordulhat el§ a [§fc) feladat miatt.)
Speciélisan a - ® M funktor nem balegzakt, csak jobbegzakt.

10. Igazoljuk, hogy ha P projektiv R-modulus, akkor a P-vel val6 tenzorszorzas egzakt,
azaz rovid egzakt sorozatot rovid egzaktba visz. Az olyan modulusokat, melyekkel vald
tenzorszorzas egzakt, lapos modulusoknak nevezziik.

11¥ Igazoljuk, hogy Q lapos Z-modulus, de nem projektiv.
127 Igazoljuk, hogy egy Abel-csoport pontosan akkor lapos, ha torziémentes.

13** Legyen R egy noether-féle integritasi tartomany és M egy végesen generalt R-modulus.
[gazoljuk, hogy M akkor és csak akkor lapos, ha projektiv.



