Algebra3 matematikus szakirany
6. gyakorlat
2012. oktober 19.

. Igazoljuk az 5-lemma masik allitasat, azaz ha fs, f4 epi és f5 mono, akkor f3 epi.

. Legyen A % B % ¢ — 0 R-modulusoknak egy egzakt sorozata, M pedig egy tetszéleges
R-modulus. Bizonyitsuk be, hogy a

0 — Hompg(C, M) & Hompg(B, M) & Hompg(A4, M)

sorozat is egzakt, ahol v € Hompg(C, M) esetén g*(y) = vyog és f € Hompg(B, M) esetén
f*(B)=pof.

. Kigy6 lemma:

0 Al Bl Cl 0 (1)
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0—> Ay —> By ——Cy ——0

A fenti kommutativ diagramban a sorok egzaktak. Bizonyitsuk be, hogy ekkor a

0 — Ker(a) — Ker(8) — Ker(v) KN Coker(a) — Coker(/5) — Coker(y) — 0

sorozat is egzakt, ahol ¢: X — Y (modulus)homomorfizmusra Coker(¢) := Y/Im(p) a
v komagja. A fenti sorozatban minden leképezést az diagram soraiban levs leképe-
zések indukalnak, kivéve d-t, melynek megkonstrualasa a feladat része.

. Adjunk példat olyan A, B R-modulusokra, amikre

a) Hompg(A, B) # Homg(A, B);
b) Hompg(A, B) # Homy(A, B), de Hompg(A, B) = Homy(A, B);
¢) Hompg(A, B) 2 Homgy(A, B).

. Legyen 0 — Zy — Z, — Z5 — 0 Z-modulusoknak révid egzakt sorozata. Szétess-e ez a
sorozat?

. Van-e olyan 0 — Zy — Zy ® Zy — Z5 — 0 révid egzakt sorozat, ami nem szétess?

. Legyen R integritési tartomany, M egy R-modulus, m € M. Azt mondjuk, hogy m
torzidelem, ha Anng(m) # {0}. Jelolje T a torzidelemek halmazat. M-et torzidmentes
modulusnak nevezziik, ha T' = {0}, torzidmodulusnak, ha T = M. Igazoljuk, hogy T
részmodulusa M-nek, és hogy M /T torzidmentes.

. Bizonyitsuk be, hogy integritasi tartomany felett minden projektiv modulus torziémen-
tes.

. Legyen R = 7Z/6Z (a mod 6 maradékosztalyok gytirtije).

(a) Van-e olyan R-modulus, ami projektiv, de nem szabad?
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(b)* Van-e olyan R-modulus, ami nem projektiv?

Igazoljuk, hogy ha A torziomentes Abel-csoport, D pedig oszthato Abel-csoport, akkor
Homy(A, D) oszthaté Abel-csoport.

Bizonyitsuk be, hogy az M R-modulus akkor és csak akkor injektiv, ha minden L <, R
balidealhoz és minden f: K — M (modulus) homomorfizmushoz van olyan g: R — M
(modulus) homomorfizmus, melyre g, = f.

[gazoljuk, hogy ha P projektiv R-modulus, akkor van olyan F' szabad R-modulus, hogy
P @ F is szabad. Van-e mindig végesen generalt F' is?

[gazoljuk, hogy (kommutativ) lokalis gytird f6lott minden végesen generalt projektiv
modulus szabad. (Az &llitas igaz nem feltétleniil végesen generalt projektiv modulusokra
is.)

Legyen R egy egységelemes gytirt. Képezziik azt az F szabad Abel-csoportot, melynek
generatorai a végesen generalt projektiv R-modulusoknak az izomorfiaosztélyai. Ha P
egy végesen generalt projektiv R-modulus, akkor jeloljiik [P]-vel P izomorfiaoszélyét,

tehét
F= % Z[P].
[P],P vég. gen. proj. R-mod
Faktorizaljuk F-et az Osszes [Py @ P3| — [P1] — [P tipusu relacioval minden P; és

P, projektiv. R-modulusra. A faktorcsoportot Ky(R)-rel jelolik, neve: az R gytri
Grothendieck-csoportja. (Megjegyzés: a végesen generalt projektiv R-modulusok (izo-
morfia osztalyai) kommutativ egységelemes félcsoportot alkotnak a direktosszegre, mint
miiveletre nézve. Ky(R) nem mas, mint ennek a félcsoportnak a csoport lezartja.

a) Mivel izomorf Ky(K), ha K test?

b) Mivel izomorf Ky(R), ha R lokalis gytri?

¢) Mivel izomorf Ky(Z)?

d) Igazoljuk, hogy ha R kommutativ (és egységelemes), akkor a

17 — Ko(R)
1 — [R]

leképezés injektiv. Adjunk példat olyan R gytrtre, melyre gR = g RO grR, igy ¢« = 0.



