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1. Legyen M egy modulus az R gyűrű fölött, és X ⊆ M . Igazoljuk, hogy az X által
generált részmodulus M -ben nem más, mint {

∑n
i=1 rixi | ri ∈ R, xi ∈ X,n ≥ 0}.

2. Igazoljuk, hogy ha S ≤ R egységelemes részgyűrű az R egységelemes gyűrűben, akkor
R egy S-modulus az R-beli szorzással és összeadással.

3. Legyen V vektortér a K test fölött, és ϕ : V → V lineáris leképezés. Ekkor V modulus
K[x] felett az f(x)v := f(ϕ)(v) szorzással. Bizonyítsuk be, hogy V részmodulusai éppen
a ϕ-invariáns alterek V -ben.

4. Igazoljuk, hogy ferdetest fölött minden (végesen generált) modulus szabad, azaz minden
(végesen generált) modulusnak van bázisa. Mutassuk meg, hogy a bázis elemszáma is
egyértelmű.

5. Legyen M egy bal R-modulus. Igazoljuk, hogy HomR(RR,M) ∼= M (kommutatív R
esetén mint R-modulusok, egyébként mint Abel-csoportok).

6. Legyen M egy bal R-modulus. Tegyük jobb R-modulussá HomR(M,R R)-et. Igaz-e
mindig, hogy HomR(HomR(M,R R), RR) ∼= M?

7. Mutassuk meg, hogy HomZ(Z/nZ,Z/mZ) ∼= Z/(m,n)Z.

8. Legyen V egy végesdimenziós vektortér a K test fölött, R = EndK(V ). Igazoljuk, hogy
V egyszerű modulus R fölött.

9. Legyen f ∈ EndR(M) idempotens, azaz f 2 = f . Bizonyítsuk be, hogy M = Im(f) ⊕
Ker(f) mint R-modulus. Igazoljuk azt is, hogy minden direktösszeg-felbontás előáll
ilyen alakban.

10. Egyszerű modulus endomorfizmusgyűrűjében mik az idempotens elemek?
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