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Ezen a feladatsoron minden gyűrű egységelemes és kommutatív. A P CR ideált prímide-
álnak nevezzük, ha ab ∈ P (a, b ∈ R) esetén a ∈ P vagy b ∈ P . R lokális gyűrű, ha egyetlen
maximális ideálja van. Egy K test teljes a | · | értékelésre nézve, ha minden Cauchy-sorozat
konvergens.

1. Igazoljuk, hogy R akkor és csak akkor lokális, ha a nem invertálható elemei ideált
alkotnak.

2. Legyen P CR prímideál. Bizonyítsuk be, hogy S := R \ P multiplikatívan zárt halmaz
és az R[S−1] gyűrű lokális.

3. Legyen R főideálgyűrű és K a hányadosteste. Igazoljuk, hogy minden R ≤ S ≤ K
részgyűrű főideálgyűrű.

4. Legyen R integritási tartomány és hányadosteste K. Bizonyítsuk be, hogy ha minden
R ≤ S ≤ K gyűrű alaptételes, akkor R főideálgyűrű.

5. Legyen | · |1 és | · |2 két értékelés a K testen. Igazoljuk, hogy | · |1 és | · |2 akkor és
csak akkor indukálja ugyanazt a topológiát, ha létezik olyan 0 < s valós szám, melyre
|x|1 = |x|s2 minden 0 6= x ∈ K-ra.

6.∗ Legyenek |·|1, . . . , |·|n páronként inekvivalens abszolút értékelek a K testen, és a1, . . . , an ∈
K. Igazoljuk, hogy minden ε > 0-hoz létezik olyan x ∈ K, melyre |x − ai| < ε
(i = 1, . . . , n).

7. Igazoljuk, hogy pozitív karakterisztikájú testnek csak nemarkhimédeszi értékelése van.

8. Igazoljuk, hogy ha (K, | · |) egy nemarkhimédeszien értékelt test, akkor OK := {x ∈ K |
|x| ≤ 1} részgyűrű K-ban. Ezt hívják K-ban az egészek gyűrűjének. Mutassuk meg
továbbá, hogy OK lokális gyűrű. Mi lesz a maximális ideálja?

9. Legyen (K, | · |) egy nemarkhimédeszien értékelt test, mely teljes | · |-re nézve. A ??.
feladat alkalmazásával igazoljuk, hogy

a) K-ban a
∑∞

n=0 an sor akkor és csak akkor konvergens, ha an → 0 (n→∞).

b) Egy (an)n sorozat akkor és csak akkor Cauchy, ha |an − an+1| → 0 (n→∞).

10.∗ Igazoljuk, hogy a p-adikus számok Qp teste fölött létezik akárhanyadfokú irreducibilis
polinom.

11. Legyen Zp az egészek gyűrűje Qp-ben, azaz Zp = {x ∈ Qp | |x|p ≤ 1}. Igazoljuk, hogy
Zp minden eleme egyértelműen írható a0 + a1p + · · · + anp

n + . . . konvergens összeg
alakban, ahol ai ∈ {0, 1, . . . , p− 1} minden i ≥ 0-ra. Mi a −1 ∈ Zp felírása?

12. Igazoljuk, hogy az a0 + a1p + · · · + anp
n + · · · ∈ Zp felírású szám pontosan akkor

invertálható Zp-ben, ha a0 6= 0.
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13. Igazoljuk, hogy minden 0 6= x ∈ Qp p-adikus szám egyértelműen írható x = upn alakban,
ahol u ∈ Z×p , és n ∈ Z, sőt, ekkor |x|p = p−n.

14. Igazoljuk, hogy a0+a1p+· · ·+anp
n+· · · ∈ Zp számnak, ahol a0 6= 0, pontosan akkor van

négyzetgyöke Zp-ben, ha a0 kvadratikus maradék modulo p. Mivel izomorf a Q×p /(Q×p )2
csoport?

15.∗ Legyen K egy teljes, nemarkhimédeszien értékelt test, OK az egészek gyűrűje K-ban,
p C OK az egyetlen maximális ideál, és k := OK/p a maradéktest. Legyen f ∈ OK [x]
egy olyan egész együtthatós polinom, melynek nem minden együtthatója van p-ben
(azaz f primitív). Tegyük fel, hogy f -nek a modulo p redukciója f ∈ k[x] felbomlik
f(x) = g(x)h(x) alakban, ahol g, h ∈ k[x] relatív prím polinomok, azaz (g(x), h(x)) = 1.
Igazoljuk, hogy léteznek olyan g, h ∈ OK [x] primitív polinomok, melyekre (i) f(x) =
g(x)h(x), (ii) g ≡ g (mod p) és h ≡ h (mod p), (iii) deg(g) = deg(g).
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