Algebra3 matematikus szakirany
4. gyakorlat
2012. oktober 5.

Ezen a feladatsoron minden gyftiri egységelemes és kommutativ. A P <1 R idealt primide-
alnak nevezziik, ha ab € P (a,b € R) esetén a € P vagy b € P. R lokdlis gy(ri, ha egyetlen

maximalis idedlja van. Egy K test teljes a | - | értékelésre nézve, ha minden Cauchy-sorozat
konvergens.
1. Igazoljuk, hogy R akkor és csak akkor lokalis, ha a nem invertdlhato elemei idealt

alkotnak.

. Legyen P <1 R primideal. Bizonyitsuk be, hogy S := R\ P multiplikativan zart halmaz

és az R[S™!] gytirt lokalis.

Legyen R f6idedlgytrd és K a hanyadosteste. Igazoljuk, hogy minden R < S < K
részgytrd fGidedlgyird.

Legyen R integritasi tartomany és hanyadosteste K. Bizonyitsuk be, hogy ha minden
R < 5 < K gytri alaptételes, akkor R fGidealgytrd.

Legyen | - |; és | - |2 két értékelés a K testen. Igazoljuk, hogy | - |1 és | - |2 akkor és
csak akkor indukélja ugyanazt a topolodgiat, ha létezik olyan 0 < s valos szam, melyre
|z]; = |z|5 minden 0 # z € K-ra.

6 Legyenek |-|1, . .., ||, pAronként inekvivalens abszolut értékelek a K testen, és ay, ..., a, €
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K. TIgazoljuk, hogy minden ¢ > 0-hoz létezik olyan z € K, melyre |z — a;] < ¢
(t=1,...,n).

. Igazoljuk, hogy pozitiv karakterisztikaju testnek csak nemarkhimédeszi értékelése van.

. Igazoljuk, hogy ha (K, |-|) egy nemarkhimédeszien értékelt test, akkor Ok = {z € K |

|z| < 1} részgytird K-ban. Ezt hivjak K-ban az egészek gytrijének. Mutassuk meg
tovabba, hogy Ok lokalis gytrd. Mi lesz a maximalis idealja?

Legyen (K, |- |) egy nemarkhimédeszien értékelt test, mely teljes | - |-re nézve. A ?7.
feladat alkalmazasaval igazoljuk, hogy

a) K-ban a )~ a, sor akkor és csak akkor konvergens, ha a, — 0 (n — c0).

b) Egy (an), sorozat akkor és csak akkor Cauchy, ha |a, — a,i1] — 0 (n — o0).

Igazoljuk, hogy a p-adikus szamok Q, teste folott létezik akarhanyadfokt irreducibilis
polinom.

Legyen Z, az egészek gytrtje Q,-ben, azaz Z, = {z € Q, | |z|, < 1}. Igazoljuk, hogy
Z, minden eleme egyértelmten irhato ay + a1p + --- + a,p™ + ... konvergens 0Osszeg
alakban, ahol a; € {0,1,...,p — 1} minden ¢ > O-ra. Mi a —1 € Z, felirasa?

Igazoljuk, hogy az ay + a1p + --- + app™ + --- € Z, felirast szam pontosan akkor
invertélhato Z,-ben, ha ag # 0.



13. Igazoljuk, hogy minden 0 # x € Q, p-adikus szam egyértelmien irhaté x = up™ alakban,
ahol u € Z, és n € 7Z, s6t, ekkor |z[, = p~".

14. Igazoljuk, hogy ap+a1p+---+a,p"+- - - € Z, szdmnak, ahol ag # 0, pontosan akkor van
négyzetgyoke Z,-ben, ha ag kvadratikus maradék modulo p. Mivel izomorf a Q) / (@;)2
csoport?

15¥ Legyen K egy teljes, nemarkhimédeszien értékelt test, Ok az egészek gytrtije K-ban,
p < Ok az egyetlen maximaélis ideél, és k := Ok /p a maradéktest. Legyen f € Oklz]
egy olyan egész egylitthatés polinom, melynek nem minden egyiitthatéja van p-ben
(azaz f primitiv). Tegyiik fel, hogy f-nek a modulo p redukcidja f € k[z] felbomlik
f(x) = g(z)h(x) alakban, ahol g, h € k[x] relativ prim polinomok, azaz (§(x), h(z)) = 1.
Igazoljuk, hogy léteznek olyan g, h € Og[z] primitiv polinomok, melyekre (i) f(z) =
g9(x)h(z), (it) g =7 (mod p) és h = h (mod p), (iii) deg(g) = deg(q).



