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. Legyen n = 20pi" . gt .. q)" ahol p; =1 (mod 4) és ¢; = —1 (mod 4) pozitiv pri-

mek. Bizonyitsuk be, hogy az n szamot akkor és csak akkor lehet felirni két négyzetszam
osszegeként, ha mindegyik 7; paros és ekkor a megoldasok szama 4(5; +1) ... (8 + 1).

Oldjuk meg az 22 4+ 1 = 3% egyenletet az egész szamok kdorében.

. Tgazoljuk a kvadratikus reciprocitas felhasznalasa nélkiil az 22> —z + 1 = 0 (mod p)

kongruencia megoldhatosagat jellemzé tételt (p pozitiv prim).

Mutassuk meg, hogy minden z € C komplex szam egyértelmten irhaté a + be alakba,
ahol a,b € R, és ¢ = # primitiv harmadik egységgyok. Igazoljuk tovabbé, hogy az

a+ be (a,b € R) komplex szam pontosan akkor Euler-egész, ha a,b € Z.

Bizonyitsuk be, hogy ha 77 = ¢ = 1 (mod 3), ahol 7= Euler-prim, ¢ pedig kozonséges
prim, akkor 7 és ™ nem asszocialtak.

. Igazoljuk, hogy ha o Euler-egész és m Euler-prim, akkor 7 | o¥(™ — a.

Mely n-ekre oldhat6é meg az 22 + 3y? = n diofantikus egyenlet, és hany megoldas van?
Oldjuk meg az 2% + 243 = 3 diofantikus egyenletet.

Legyen d # 0, 1 négyzetmentes egész és Q(v/d) az a+bvd (a,b € Q) alaki szamok teste.
Q(\/a)—nek mely elemei lesznek gyokei egy egész egyiitthatos normalt polinomnak?
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Legyen K test, és ¢: K — K nem azonosan 0 homomorfizmus. Mutassuk meg, hogy ¢
fixen hagyja K primtestének elemeit.

Legyen K egy test.

(1) Mutassuk meg, hogy ha K karakterisztikdja nem 2, akkor felirhaté benne a ma-
sodfokd egyenlet megoldoképlete.

(77) Adjunk példat olyan 2 karakterisztikaju testre, és olyan masodfoku polinomra,
melyre nem alkalmazhaté a megoldoképlet.

(7i1) Igaz-e, hogy ha K minden elemébdl vonhato négyzetgyok, akkor nincs K 616tt
irreducibilis masodfokt polinom?

Adjunk példat olyan p # 0 karakterisztikdju K testre, melyre a Frob, Frobenius en-
domorfizmus nem sziirjektiv. Igazoljuk azt is, hogy Frob,(K) résztest K-ban. Mennyi
lehet dimFmbp(K) K?

Tegyiik fel, hogy a K test karakterisztikija nem osztja az n > 0 egész szamot (azaz
charK = 0 vagy charK = p t n). Mutassuk meg, hogy az ¢ € K elem akkor és csak
akkor gyoke a ®,(z) polinomnak, ha ¢ rendje n K multiplikativ csoportjaban. Mi a
helyzet, ha charK' = p = n?



14. Mely p | n primekre és ¢ egészekre igaz, hogy p* | ®,(c)?

15. Legyenek m # n pozitiv egészek. Mikor létezik olyan c egész szam, melyre a ®,,(c) és
®, (c) szamok nem relativ primek? Mennyi lehet ekkor a két szam legnagyobb kozos
osztoja’?



