Algebra3 matematikus szakirany
1. gyakorlat
2012. szeptember 14.

. Hatarozzuk meg az Gsszes olyan gytriit, melynek additiv csoportja (Z,+).

Hatéarozzuk meg az Gsszes p elemt gytrit (p prim).

Legyen R olyan, legalabb 2 elemi gytird, amiben minden a,b € R (a # 0) esetén az
ar = b egyenlet megoldhat6. Mutassuk meg, hogy R ferdetest.

Mutassuk meg, hogy ha egy R gyftirtiben minden a € R-re teljesiil a®> = a, akkor R
kommutativ. Mj.: Az ilyen gytrtiket Boole-gytirtiknek nevezziik.

. Igazoljuk, hogy Boole-gytirtiben minden végesen generélt ideal f&ideél.

. Az a € R elem altal generdlt balidedl (a), = {na+ra | r € R,n € Z}, egységele-

mes gylriben (a), = {ra | r € R} = Ra (mivel leginkdbb egységelemes gytirtikkel
foglalkozunk, ezért az utobbi jelolést fogjuk hasznalni. Az a € R elem altal generdlt
idedl (a) = {na+ra+as+ > ,ras; | r,s,ri,s € R,n € Z}, egységelemes gytriiben:
(a) = {>_,mas; | 1,5 € R}.

. Az R gytird I és J idealjai altal generalt ideal: (I,J)=1+J={a+blacl,be J}.

Az I és J komplexusszorzata altal generalt ideal I.J := {>, a;b; | a; € 1,b; € J}.

. Ideélokra teljestl: IJ CINJ, (I1+ 1)J = LJ+ 1J, [(Ji+ J) =1J,+ 1Js.

.Hal, JK<Rés ICK,akkor ([ +J)NK =1+ (JNK). Mj.: Ez az Gn. moduldris

azonossagq.
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Hatérozzuk meg R[z, y]/(22, zy, y?) idealjait.
Igazoljuk, hogy Q[z]/(x* — 2) = {a + b¥/2 + cV/4 | a,b, c € Q}.
Szamitsuk ki a Z/(m) = Z/mZ gytrtiben az n elem annullatorat.

Mely m > 0 egészekre igaz, hogy a Z/(m) gytrtiben a nullosztok a nullaval egyiitt idealt
alkotnak?

Legyen M = <1 1) Szamitsuk ki az My(R) gytriben az M jobb és bal annullatorat.

Legyen R egységelemes gytirti. Mutassuk meg, hogy az M, (R) teljes matrixgytiri ide-
aljai pontosan az M, (I) részgytrik, ahol I idealja R-nek.

Hatéarozzuk meg az M, (K) gytrd Osszes balideéljat, ha K test.

[gazoljuk, hogy egy K test f6lotti n x n-es fels6haromszg-méatrixok R gytrtjében idealt
alkotnak azok a matrixok, amelyeknek a féatlojaban végig nulla all, és a szerinte vett
faktor a K" direkt hatvannyal izomorf.
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Mutassuk meg, hogy egységelemes gytiriiben minden valodi balideal része egy maximalis
balidealnak (amely tehat a valodi balidealok halmazaban maximaélis).

Legyen [ ideal az R gytrtiben. Mutassuk meg, hogy azon J idealok ko6zott, melyekre
INnJ = {0}, van maximalis.
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Legyen R gytird. Igazoljuk, hogy az (r,n)(s,m) := (rs + mr + ns,nm) szorzasra nézve
az R x 7Z Abel-csoport egységelemes gytirtveé valik, melyben az (r,0) alakt elemek R-rel
izomorf részgytrtt alkotnak. Fzért minden qyird bedgyazhatd eqységelemes qyiiribe.
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Egy R gytr(t Neumann-regularisnak (vagy von Neumann-regularisnak) neveziink, ha
minden a € R-hez van olyan b € R, hogy a = aba. Er6sen regularis, ha ez a b egyértelmd.

Egy R egységelemes gytriire ekvivalens az alabbi két allités:

(i) R Neumann-regularis;

(77) R minden f6balideélja direktosszeadando.

Kommutativ Neumann-regularis gytirtiben minden végesen generélt ideél fGideal. Mj.:
Az olyan integritasi tartomanyokat, melyekben minden végesen generélt ideal féideal,
Bézout-gytiriiknek nevezik.

Neumann-regularis gytirtiben minden a € R-hez van olyan ¢ € R is, amire a = aca és
c = cac.

Neumann-regularis gytird centruma is Neumann-regularis.

Minden er@sen regularis gytrt ferdetest.



