Bsc algebra3 matematikus gyakorlat
Nyolcadik feladatsor (2010. nov. 11.)

Egy féidealgytri folotti L matrix i-edik determindnsosztdjanak nevezzik, és A;(L)-lel jelol-
jik az L Gsszes i x i méretd aldeterminansainak kitiintetett kozos osztojat (és Ag(L) = 1).
Az L matrix i-edik elemi osztoja A;(L)/A;—1(L), illetve nulla, ha A;_1(L) = 0.

1. (7.3.9) Legyen R f6idealgytri. Igazoljuk az alabbi allitasokat.

(1) Egy R-modulus akkor és csak akkor ciklikus, ha az r R egy faktormodulusaval izomorf.
Egy ciklikus modulusban barmelyik generéatorelemnek (asszocialtsag erejéig) ugyanaz
a rendje. Két ciklikus modulus akkor izomorf, ha generatorelemiik rendje asszocialt.

(2) Az R barmelyik r eleméhez van olyan ciklikus modulus, ahol a generatorelem rendje r.
Ilyen modulus példaul rR/(r), ahol (r) jeloli az r € R elem altal generalt fgidealt.

(3) Ciklikus modulus minden homomorf képe ciklikus.

(4) Ciklikus modulus minden részmodulusa is ciklikus, és a részmodulusok kolcsondsen
egyértelmi megfeleltetésben allnak a modulust general6 elem rendjének osztoival.

(5) Ciklikus modulus exponense ugyanaz, mint a (generéatorelem) rendje.

2. (7.4.11) Az alabbi M modulusok megadott X = {dy,...,d,} generatorrendszeréhez ké-
szitsiik el az alaptétel bizonyitdsdban hasznélt matrixot, hozzuk ezt normalalakra, és ennek
alapjan bontsuk fo6l M-et ciklikus modulusok direkt Gsszegére.

(1) M =7Z¢ aZ folott, X = {2,3}.

(2) M =75 xZ3 xZ§ a Z folott, X = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.

(3) M =7Zjs a Z folott, X = {3,5}.

3. (7.4.12) Az alabb felsorolt L méatrixok mindegyikébdl készitsiik el az L — x E matrixot.
Szamitsuk ki a kapott matrixoknak a normalalakjat.

000 010 11 =2
[8 8} [(1) (1)} 000 000 11 =2
0 01 0 00 11 -2

4. (7.4.10) Hogyan olvashato le a normalalaki matrixbol, hogy a modulus ciklikus-e?

5. (7.4.13) Hogyan olvashatok le a determinansosztok és az elemi osztok egy méatrix nor-
maélalakjabol? Mutassuk meg, hogy az elemi atalakitasok soran a determinansosztok (asszo-
cialtsag erejéig) nem valtoznak, és ezért a normalalak egyértelmd.

6. (7.4.14) Mutassuk meg, hogy ha R szokasos gytird, és L € R¥* egy k x k-as matrix,
akkor L-nek pontosan akkor van inverze az RF**-ban, ha determinansa R-nek egysége.

7. (7.4.15) Legyen R szokasos gytirt, M egy R-modulus, és by,..., by generatorrendszer
M-ben. Legyen L = ((r;;)) € R¥*, melynek determinansa R-nek egysége. Mutassuk meg,
hogy akkor a k darab ¢; = r;1by + ...+ rybe (i =1,..., k) elem szintén generatorrendszert
alkot M-ben, és ha by, ..., b, bazis volt, akkor az 10j elemek is bazist alkotnak.

8. (7.4.16) Tegyiik fol, hogy R szokasos gytrtd, su + tv = 1, ahol s,t,u,v € R, és M egy
R-modulus. Adott by, by € M elemekre legyen ¢; = sby + tby és co = —vby + ubs.
(1) Fejezziik ki ¢; és co segitségével a by és by elemeket.
(2) Igazoljuk, hogy egy fiiggetlen rendszer fiiggetlen marad, ha a benne szerepld by, by
elemeket cq, co-re cseréljiik.
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9. (7.4.17) Tegyiik fol, hogy R féidedlgytirt, by, ..., by bazis pR*-ban, és g; generatorrend-
szere a K < RF részmodulusnak. Legyen g; = ri1by + ... 4 rizby, és készitsiik el az ri; € R
elemekbdl a szokasos matrixot. Igazoljuk az alaptételt az aldbbi 1épesek segitségével.

(1) Tegyiik fol, hogy a matrix r1; és r15 elemeinek kitiintetett kozos osztoja d. Irjuk fol
a d elemet ryu + riov alakban, ahol u,v € R. Hajtsuk végre az eléz6 feladatban
leirt helyettesitést az s = ry1/d, t = ria/d, u, v elemeket hasznalva. Mutassuk meg,
hogy a kapott j bazishoz tartoz6 matrix bal fels§ sarkaba d, mellé 0 keriilt.

(2) Tegyiik {61, hogy a matrix 11 és re; elemeinek kitiintetett kozos osztoja d. Valtoztas-
suk meg a g; és g9 elemeket az el6z6 pontban latotthoz hasonloé eljarassal tgy, hogy
tjra K generatorrendszerét kapjuk, és az 1j generatorrendszerhez tartozé matrix bal
fels6 sarkaba d, ala 0 keriiljon.

10. (7.5.5) Legyen M = M(A,V) (ahol V' vektortér egy T test folott és A € Hom(V)).
Tekintsiik a p(z) = x — A polinomot, ahol A € T'.

(1) Hogyan hivtuk az M[p] alteret lineéaris algebraban?

(2) Mutassuk meg, hogy az M modulus p-komponensének az elemei pontosan a A-hoz
tartozo tgynevezett dltalanositott sajatvektorok, vagyis azok a v € M elemek, me-
lyekre (A — AE)™(v) = 0 alkalmas m egészre.

11. (7.5.6) Tegyiik 6], hogy M az R féidealgytird folotti modulus, és p € R egy prim.
Legyen N = M /M |p], és tekintsiik az N[p| részmodulus teljes inverz képét az M modulusban
(a természetes homomorfizmusnal). Mutassuk meg, hogy ez pontosan az M [p?] részmodulus.

12. (7.5.7) Tegyiik fol, hogy by,...,b; bazis az R f6idealgytird folotti M modulusban, és
p € R egy prim. Legyen N = M/pM, mint R/(p) folotti vektortér. Mutassuk meg, hogy
ennek a vektortérnek a dimenzidja k. Megmutathattuk volna ennek felhasznalésaval is, hogy
egy szabad modulusban a bazis elemszama egyértelmi?

13. (5.7.3) Legyen R kommutativ gytrt, és F' az R egy olyan részhalmaza, amely a szorzasra
zart, de 0 ¢ F' és F nullosztot sem tartalmaz. Mutassuk meg, hogy van olyan S kommutativ,
egységelemes gytrd, amelynek R részgytrije, S minden eleme elGall egy R-beli és egy F-beli
elem hanyadosaként, és ' minden eleme S-ben méar invertalhato.

14. (5.7.8) Legyen R szokasos gytird, P primideélja R-nek, és F' a P-n kiviili elemek halma-
za. Készitsiik el az el6z6 gyakorlatban leirt S > R gytrtit. Mutassuk meg, hogy S egyetlen
maximalis idealja az olyan a/b tortekbol all, melyekre a € P (és b € F).

15. (5.7.7) Mutassuk meg, hogy ha az R kommutativ, nullosztomentes gytird és I nem nulla
ideal R-ben, akkor R és I hanyadosteste izomorf.

16. (5.7.10) Legyen R (szokasos) f6idealgytirt és T' a hanyadosteste. Igazoljuk, hogy minden
R < 8 < T részgytri f6idedlgytird.

17. (5.7.11) Legyen R szokasos gytrii és T' a hanyadosteste. Bizonyitsuk be, hogy ha min-
den R < S < T részgytird alaptételes, akkor R f&idealgytirt.

18. (5.9.10) Hany elrendezése van az {a +bv2 :abe Q} gytriinek?

19. (5.9.11) Igazoljuk, hogy a Q[x] polinomgytiri elrendezését kapjuka P = {f : f(m) > 0}
pozitivitastartoméanybol. Ugyanez a konstrukcio elrendezi az R|[x] gytrtt is?

20. (5.9.12) Mutassuk meg, hogy R[z]-nek végtelen sok elrendezése van.



