Bsc algebra2 gyakorlat
2. zarthelyi — megolddsok és pontozds, 2022. mdjus 9.

1. A karakterisztikus polinom x?(2 — x), a minimalpolinom ennek olyan oszt6ja, melynek mindkét sa-
jatérték (0 és 2) gyoke (1 pont). Ilyen oszté konstans szorzo erejéig csak az x(x —2) és az x?(x—2) van (1

0 0 —4
pont). Elgbbinek nem gyoke a matrix, hiszen a matrixot behelyettesitve | 0 0 4 | adodik (1 pont),
00 O

azért a miniméalpolinom z?(x —2) (1 pont). A matrix nem diagonalizdlhat6, mert a miniméalpolinomnak

van kétszeres gyoke (1 pont): ez utébbi abbdl is latszik, ha az egyenletrendszer megoldasaval megha-
200

tarozzuk a 0-hoz tartozo sajatalteret (ami 1-dimenziés). Tehat a normaélalak [0 0 O | (1 pont). A
010

Jordan-alak meghatarozéaséanal azt is mondhatjuk, hogy egy adott gyoktényezs (jelen esetben x) kitevdje

a minimalpolinomban megegyezik a legnagyobb, ehhez a sajatértékhez tartozoé Jordan-blokk méretével,

tehat 2 x 2 a legnagyobb 0-hoz tartozo blokk.

2. Av; =(2,—-1,0) ésawvy = (0,1, —1) vektor merdleges W-re és linearisan fiiggetlen (1 pont), ezekkel
végezziik a Gram—Schmidt ortogonalizaciot. by := \%(2, —1,0) egységhosszu (1 pont) és (by,vy) = —\/Lg
(1 pont), tehat by := by + \/Lgbl = (2/5,4/5,—1) méar merdleges by-re és W-re is, tehat lenormélva

by = 3\[(2 4,—-5) a masik egységvektor (1 pont). A v = (1,0,0) tavolsaga a W egyenestdl pedig
Vb1, o)+ (b2, 0)% = 222 (2 pont).

2. megoldds: Ha a Gram-Schmidt eljarast a W-irdnyt e; = 1(1,2,2) egységvektorral ésv=(1,0 O)
val kezdjiik, akkor v = ge1 + (5, -2, —2) (1 pont) és a keresett tavolsag |(3, —2, —2)| = 2‘[ (2 pont), a
egyik egységvektor e; = 2\f(g, —% —%) = \/Ll—g(él, —1,—1) (1 pont), a méasik pedlg Vektorlahs szorzassal
0,1,—1) (2 pont).
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1 0 -1
3. A kvadratikus alak métrixa | 0 1 —1| (1 pont). A karakterisztikus polinomja —x3+4x?—3x =
-1 -1 2
—z(x —1)(x —3) (1 pont), specidlisan a karakter pozitiv szemidefinit (1 pont). Az egyenletrendszereket
megoldva az 1-hez tartozo (egyik) normalt sajatvektor (ﬁ, _\/LE’ 0)T, a 3-hoz tartozo (\/6’ \}@ —\%)T, a
0-hoz tartozo pedig (75, el 75) (2 pont). Tehat a keresett négyzetosszeg alak
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(1 pont).

4. A pontosan akkor diagonalizalhatoé ortonormaélt bazisban, ha normalis, azaz felcserélhets az adjun-

z iz 0 0
e L L 1z 2z 0 0 . 1L . .
galtjaval (1 pont). A leképezés matrixa [A] = 00 = 2 (1 pont), adjungaltja [A*] = [A]* =
0 0 —z =z
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azaz a transzformacié minden z € C-re normalis (1 pont). Ha A énadjungalt, akkor az els§ sor masodik
elemét Gsszehasonlitva iz = —iz, azaz z = 0 — ebben az esetben A = 0, ami valoban 6nadjungalt (1
pont). Masrészt A pontosan akkor unitér, ha [A]*[A] az egységmétrix, azaz ha 2|z|*> =1 ési(|z]* — 2?) =
i(z% — 2%) = 0. Specialisan 2? = |z|> nemnegativ valos, azaz z € R, tehat z = :I:\/L5 esetén lesz A unitér (1

pont). Végezetiil z =1 esetén A(v) = (1+1i,1+1,2,0)T, igy (A(v),v) = (1+14,1+14,2,0)(1,1,1,1)T =
(1—i)+(1—-¢)+24+0=4—2¢ (1 pont).

5. Az, hogy A rangja 2 azt jelenti, hogy a képterének a dimenzioja 2 (1 pont), tehat a magterének pedig
n — 2 a dimenzi6osszefliggés miatt (1 pont). A magtér nem mas, mint a 0-hoz tartozo sajataltér, tehat
a 0 sajatérték geometriai multiplicitdsa n — 2 (1 pont). Specialisan a 0-n kiviil legfeljebb két sajatértéke
van A-nak (1 pont), azaz a —1, —1/2 és —1/3 koziil legalabb az egyik nem sajatérték (1 pont). Tehat
A+1, A+1/2-Tés A+1/3-1 koziil legalabb az egyik invertalhato. Node ha A+1/2-1 (ill. A+1/3-1)
invertalhato, akkor 2A +1 =2(A+1/2-1) (ill. 34+ 1 =3(A+1/3-1)) is az (1 pont).

6. a) A dimenzioosszefiiggés miatt dim U = dimIm(A), tehat elegendd igazolni az egyik irdnyu
tartalmazast (1 pont). Legyen v € V tetszéleges, ekkor v = w+wu alakba irhato, ahol w € Ker(A)
é¢su € U (1 pont). Ekkor Av = Aw + Au = Au € U, hiszen U invarians altér. Tehéat Im(A) C U
(1 pont).

b) Az a) részhez hasonloan dim U = dim Ker(A), ezért ismét elegendd az egyik irdnyt tartalmazast
belatni (1 pont). Ha u € U, akkor mivel U egy A-invarians altér, Au € U. Node Au € Im(A),
azaz Au € U NIm(A) = {0}, azaz Au = 0 (1 pont). Ez azt jelenti, hogy u € Ker(A) minden
u € U-ra igaz, azaz U C Ker(A) (1 pont).

7. Vegyiik észre, hogy A + A* 6nadjungalt (1 pont), igy mivel minden sajatértéke pozitiv, ezért az
A + A*-hoz tartozo kvadratikus alak pozitiv definit (1 pont). Ez azt jelenti, hogy tetsz6leges nemnulla
v € C" vektorra (v, (A+ A*)v) > 0 (1 pont). Tegytik fol, hogy A nem invertalhato, azaz van olyan v # 0
vektor, melyre Av = 0. Ekkor

0 < (v,(A+ A")v) = (v, Av) + (v, A™) = (v, Av) + (Av,v) =0,

ellentmondés (3 pont).

Abban az esetben, ha A-rol feltessziik, hogy normélis, akkor ONB-ben diagonalizalhato és ebben a
diagonalis matrixban ha a féatloban valahol 0 all, akkor nyilvan ugyanott A*-ban és A + A*-ban is 0
van, ami ellentmond annak, hogy A + A* minden sajatértéke pozitiv.

Az n = 2 esetben alkalmas bazisban A + A* = <(g g) alakd, ahol a, 8 > 0 valds. Ekkor felirhatjuk

a

elemekkel az A = métrixot, amire tehat a +@ = o, d+d = 3, és ¢ = —b. Tegyiik fol, hogy

b
d
0 =detA = ad — bc = ad + |b]*>. Node Re(a) = a/2 > 0, azaz a a jobbfélsikban van, tehat szoge
arg(a) € (—n/2,7/2). Ugyanigy arg(d) € (—m/2,7/2), specidlisan ad nem lehet < 0 valos.



