Bsc algebra2 gyakorlat
1. zarthelyr, 2022. mdrcius 28. — megolddsok

1. a) Mivel 2% + 2 + 2 — 2(22® + 3z + 3) + 32 + 5z + 4 = 0, ezért a keresett rang nem lehet 3 (1 pont).
Ugyanakkor 223 + 3z + 3 — 2(2® + 2 +2) = 2 — 1 benne van a generalt altérben (1 pont), tovabba x — 1 és
23 + x + 2 linearisan fiiggetlenek, hiszen kiilonb6z6 a fokuk (1 pont), ezért a keresett rang 2.

b) Egyrészt (v +z + 3) + (22 + 2+ 3) — (3z* + 22 + 6) = 0, azaz a generalt altér legfeljebb kétdimenzios
(1 pont). Viszont z* = (22* +x+3) — (2 +2+3) és v+ 3 = 2(2* + 2+ 3) — 22* + x +3 = 2+ 3 benne van az
altérben és linearisan fiiggetlen, tehat ezek bazist alkotnak az altérben (1 pont). Specidlisan az altér elemei
d-xt+c-(x+3) alaktiak, ezért (d = 4 és) 3c = 7, azaz ¢ = T/3 az egyetlen megfelels érték (1 pont). A feladatot
méasképp is megoldhatjuk: az a kérdés, hogy a A (@* +2+3)+ Ao (22 + 2+ 3) + A3(32* + 22+ 6) = da* +cx+ 7
egyenlet, azaz a

A+ 2 + 3N = 4
/\1 + )\2 + 2)\3 = C
3\ 4+ 33X + 6A3 = 7

rendszer milyen c-re oldhaté meg. Gauf-elminaci6 utéan azt kapjuk, hogy ha ¢ = 7/3, akkor van megoldéas, ha
pedig ¢ # 7/3, akkor van tiltott sor.

2. a) Az attérés S matrixanak els§ oszlopaban az «(1,0) + B(1,1) = (2,2) egyenletrendszer megoldésai
allnak, ez « = 0 és f = 2. (1 pont) A masodik oszlopban pedig a v(1,0) + 6(1,1) = (2,1) egyenletrendszer
megoldasai allnak, ez v = 1 és § = 1, tehat S = ((2) i) (1 pont) S~ = (_11/2 162) (1 pont), igy a

bézistranszforméacioé képlete alapjan az eredmény

stus= () () (1) = (0 ) ven

A feladatot ugy is megoldhatjuk, hogy az M matrix azt jelenti, hogy C(by) = 2by + by és C(by) = by, ahol

by = (1,0) és by = (1,1). Tehat C(b)) = C(2,2) = 2C(be) = 2by = V), azaz az Gj méatrix els§ oszlopa <(1)>,

illetve C(b}) = C(2,1) = C(by + by) = 2by + 2by = 2V}, azaz a masodik oszlop ((2))
b) C(4,3) = C((1,0) + 3(1,1)) = C(1,0) + 3C(1,1) = 2(1,0) + (1,1) + 3(1, 1) = (6,4). (2 pont)

3 A B nem lineéaris, mivel B(0) = 0+ 2 — 0 = o # 0 (2 pont). Masrészt A(1) = 1+ z (1 pont),
=x+x?—1 (1 pont), A(z?) = 2® + 23 — 2z (1 pont), azaz a keresett matrix az (1, z,2?), (1, 7,22, 23)

SO =
o —

1 -1 0
bézisparban ) _12 (1 pont).

4. Ha M = (CCL ), akkor A(M b _ s:; gfl _C[i . (1 pont) Tehat Ker(A) azon M métrixokbol
all, melyekre 2a —c=2c—d—a=2b—a—d=2d— b— ¢=0,azaz a =b=c=d (1 pont). Specidlisan

dimKer(A4) = 1 és {(1 1)} béazis (1 pont). A dimenzi6osszefiiggés szerint dim Ker(A) + dimIm(A) =

dimV =4, azaz dimIm(A) = 3 (1 pont). Mivel V-ben bazist alkotnak az E;; matrixok (i,j = 1,2), ezért az
11

A(Ei;) matrixok generatorrendszert alkotnak Im(A)-ban (1 pont). Ezek 6sszege A(Y_, ; Eij) = A <1 1> =0,

tehat koziiliik barmely harom megfelel bazisnak. Pl. {(_21 _01> ; <_21 _()1) ; <_01 _21)} bézis Im(A)-ban

(1 pont).

5. Az U annak a V' — R sziirjektiv linearis leképezésnek a magja, mely egy adott vektorhoz a koordinatak
Osszegét rendeli, specidlisan a dimenziotétel miatt dim U = 3—1 = 2 (1 pont). Hasonloképp W annaka V' — R
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sziirjektiv linearis leképezésnek a magja, mely egy vektorhoz az els6 két koordinata kiilonbségét rendeli, igy

1
dimW =2 (1 pont). Mivel U # W (pl. [ 1] € W\ U), ezért 2 =dimU < dim(U + W) < dimV = 3, azaz
0
U+W = V. Az alterekre vonatkozo dimenzi6osszefiiggés miatt dim(UNW) = dim U+dim W —dim(U+W) =
1 1 1
2+2—-3=1(1pont). Legyenv; = | 1 |,vo=|—-1|,v3=[1]. Ekkor UNW-ben bazis {v,} (1 pont),
-2 0 0

U-ban {v,v2} (1 pont), W-ben {v1,v3} (1 pont), U + W-ben pedig {vi,vs,v3} (ez utdbbi automatikus az
el6z6ekbaol).

—1/2 —/3/2

6. F matrixa a standard béazisban <\/§/2 17 0

) (1 pont), T méatrixa pedig <(1) _1) (1 pont). Mivel F’

és 3 = id linearisan fiiggetlen, az altaluk generalt altér 2-dimenzids, mégpedig a “ _ab) alakt méatrixokbol

b
—1/2  —/3/2

all (1 pont). Méatrixszorzassal F'T matrixa <_ V32 1)2 ) (1 pont), ez is linearisan fliggetlen T-t6l és az

d _dc alaki matrixok vannak (1 pont). Ezen két kétdimenzios altér metszete
csak a 0-bol 4ll (1 pont), ezért egyiitt generaljak a sik linearis transzforméacioibol 4llo 4-dimenzids vektorteret,
tehat a keresett rang 4 (1 pont).

altaluk generalt altérben a (C

7. 1. megoldds: Legyen a = dimIm A, b = dim Im A%, ¢ = dimIm A3. A dimenziététel miatt b = a — y, ahol
y = dim(Ker ANTm A) és ¢ = b — 2, ahol z = dim(Ker A NIm A?). (3 pont) Itt b—c =2z <y =a — b (mert
Ker A NIm A? altér Ker A N Im A-ban), ami atrendezve épp a bizonyitandé allitas. (3 pont)

2. megoldds: Az o6rdn tanult Im(BA) C Im B 0Osszefiiggést B = A és B = A? vélasztassal alkalmaz-
va azt kapjuk, hogy ImA O Im A? D Im A% (1 pont). Vegyiink egy by, ...,b; bazist Im A3-ben, majd
egészitsiik ki ¢y, ..., c, vektorokkal Im A% bazisava, azaz dimIm A® = k, dimImA? = k 4+ n. A bizo-
nyitand6 allitds azzal ekvivalens, hogy dimIm A > 2dimIm A? — dimIm A% = k + 2n (1 pont). Mivel
C1y. .., Cn € Im A2, ezért vannak olyan vy, ..., v, vektorok, hogy ¢; = A%(v;) (j = 1,...,n). Belatjuk, hogy
a {b1,...,bg, A%(v1),..., A%(v,), A(v1), ..., A(v,)} vektorrendszer linedrisan fiiggetlen. Ebbdl kivetkezik az
allitas, hiszen a vektorok szama k + 2n és mindegyik vektor Im A-ban van (1 pont). Tegyiik fel ugyanis, hogy

Biby + -+ Bby + 11 A% (v1) + -+ A% (0y) + aq A(vy) + -+ @ Alv,) =0 .
Atrendezve
a1 A(vy) + -+ A(vy) = —(Bibr + - -+ + Brbe + A% (01) + -+ + 1A% (v,)) € ImA* |
igy az A linearis leképezést a fenti egyenletre alkalmazva (és a linearitast hasznéalva)

OélAQ(Ul) + -+ OénA2(Un) = —(/BlA(bl) + -+ BkA(bk) + ’71143(7)1) + -+ ’YnAg(Un>> € Im A3

(2 pont). Viszont mivel Im A3-ben bazis by, . .., by, ezért vannak olyan 3], ..., 3 szamok, melyekkel
alAz(U1> +oeet anAQ(Un> = Bibl + o+ ﬁllcbk .
Ezt O-ra rendezve egy linearis osszefiiggést kapunk Im A? bazisvektorai kozott, tehat ay = -+ = a,, = ] =

<= B, = 0. Az allitas kovetkezik by, ..., by, A%(v1),. .., A%(v,) vektorok linearis fiiggetlenségének ismételt
alkalmazasaval (1 pont).



